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一类悬臂梁方程的可解性

沈 瑾 睿
(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:用锥上不动点定理,研究一类悬臂梁方程

w″″(t)=λf(t,w(t)), t∈ (0,1),

w(0)=w′(0)=w″(1)=w‴(1)=0{ ,
其中λ为正参数,f∈C([0,1]×[0,∞),[0,∞)).在非线性项f满足超线性或者次线性增长

条件的情形下给出其正解的存在性和多解性结果.
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whereλisapositiveparameter,f∈C([0,1]×[0,∞),[0,∞)).Theexistenceandmultiplicity
resultsofitspositivesolutionsaregivenwhenthenonlineartermfsatisfiessuperlinearorsublinear
growthcondition.
Keywords:cantileverbeamequation;existence;multiplicity;positivesolution;cone

收稿日期:2024-01-25. 网络首发日期:2024-06-12.
作者简介:沈瑾睿(2001—),男,汉族,硕士研究生,从事常微分方程边值问题的研究,E-mail:sjr17843996257@163.com.
基金项目:国家自然科学基金(批准号:12061064).
网络首发地址:https://link.cnki.net/urlid/22.1340.o.20240611.1051.001.

0 引 言

四阶常微分方程边值问题在非线性振动流体力学和非线性弹性问题等领域应用广泛.梁是工程

建筑的基本构件,梁的形变通过四阶常微分方程刻画.近年来,对四阶弹性梁方程的研究已取得了许

多成果[1-16],其中有两端简单支撑的弹性梁方程[6-7,10,13],有两端固定支撑的弹性梁方程[11,14]及一端固

定支撑、一端滑动支撑的弹性梁方程[1-4,12,15-16].例如,Cabada等[1]考虑一端固定支撑、一端滑动支撑

的弹性梁方程:

u″″(t)-f(t,u(t))=0, t∈ (0,1),

u(0)=u′(0)=u″(1)=u‴(1)=0{ ,
(1)

先用锥上不动点定理证明了其正解的存在性,再通过临界点理论得到了其多解性的结果,其中



f∈C([0,1]×[0,∞),[0,∞))单调递增.Yang[15]考虑一类悬臂梁方程:

u″″(t)=g(t)f(u(t)), t∈ (0,1),

u(0)=u′(0)=u″(1)=u‴(1)=0{ ,
(2)

用Krasnoselskii不动点定理得到了其正解的存在性,其中f∈C([0,∞),[0,∞)),g∈C([0,1],

[0,∞))且∫
1

0
g(t)dt>0.

目前,对两端简单支撑及两端固定支撑的弹性梁方程已有大量研究结果,而对悬臂梁方程的研究

报道较少.而Yang[15]仅得到了方程(2)正解的存在性结果,本文用类似的方法对正参数λ进行限制,
证得所讨论问题至少存在两个正解.Cabada等[1]用锥上不动点定理只得到了方程(2)正解的存在性结

果,对多解性结果用临界点理论得到.因此,本文考虑能否对问题(1)中非线性项f的单调性不进行限

制,并且只用锥上不动点定理即能得到正解的存在性和多解性.基于此,本文讨论

w″″(t)=λf(t,w(t)), t∈ (0,1),

w(0)=w′(0)=w″(1)=w‴(1)={ 0
(3)

正解的存在性及多解性.
假设:(H1)λ为正参数;(H2)f∈C([0,1]×[0,∞),[0,∞)).

1 预备知识

令

A= 1

∫
1

0
G(j(s),s)ds

=
8, 0≤s≤t≤1,

12,0≤t≤s≤1{ ,
(4)

B= 1

max
0≤t≤1

q(t)∫
β

α
G(j(s),s)ds

=

12
β4-α4

, 0≤s≤t≤1,

24
4(β3-α3)+α4-β4

,0≤t≤s≤1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(5)

τ=lim
α≤t≤β

q(t)=12α
2(3-α), (6)

μ* =Asup r
max{f(t,x):(t,x)∈ [0,1]×[0,r]}

, (7)

ν* =Binf r
min{f(t,x):(t,x)∈ [α,β]×[τr,r]}

, (8)

其中G(t,s)是问题(3)对应齐次问题的格林函数.
记

f0=lim
x→0+

f(t,x)
x

,  f∞ =lim
x→+∞

f(t,x)
x

,

maxf0=lim
x→0+

max
0≤t≤1

f(t,x)
x

,  maxf∞ =lim
x→+∞

max
0≤t≤1

f(t,x)
x

,

minf0=lim
x→0+

min
α≤t≤β

f(t,x)
x

,  minf∞ =lim
x→+∞

min
α≤t≤β

f(t,x)
x .

令空间X∶=C[0,1],其在范数‖u‖=max
t∈[0,1]

u(t)下构成Banach空间.设K 为C[0,1]的一个锥,且

K={w∈C[0,1]:min
0≤t≤1

w(t)≥0,min
α≤t≤β

w(t)≥τ‖w‖}. (9)

定义一个算子Lλ:C[0,1]→C[0,1],且

(Lλw)(t)=λ∫
1

0
G(t,s)f(s,w(s))ds,  ∀w∈C[0,1]. (10)

  易见,若w∈K 为Lλ 的非平凡不动点,则w=Lλ(w)为问题(3)的正解.反之,若w 为问题(3)的
正解,则w∈K 为Tλ 的非平凡不动点.
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引理1[15] 设X 是一个Banach空间,K⊂X 是一个锥.设Ω1,Ω2 为 X 中的有界开子集,且令

T:K∩(췍Ω2\Ω1)→K 为全连续算子,若下列条件之一成立:

1)‖Tu‖≤‖u‖,∀u∈K∩∂Ω1 且‖Tu‖≥‖u‖,∀u∈K∩∂Ω2;

2)‖Tu‖≥‖u‖,∀u∈K∩∂Ω1 且‖Tu‖≤‖u‖,∀u∈K∩∂Ω2.
则算子T 有一个不动点u∈K∩(췍Ω2\Ω1).

引理2 若h(t)∈C[0,1],则线性边值问题

w″″(t)=λh(t), t∈ (0,1),

w(0)=w′(0)=w″(1)=w‴(1)={ 0
(11)

有唯一的解w(t)=λ∫
1

0
G(t,s)h(s)ds,其中

G(t,s)=16
s2(3t-s),0≤s≤t≤1,

t2(3s-t),0≤t≤s≤1{ .
(12)

  易验证,max
0≤t≤1

G(t,s)=G(j(s),s),∀(t,s)∈[0,1]×[0,1],G(t,s)≥q(t)G(j(s),s),其中,

j(s)=
1,0≤s≤t≤1,

s,0≤t≤s≤1{ ,  G
(j(s),s)=

1
6s

2(3-s),0≤s≤t≤1,

1
3s

3, 0≤t≤s≤1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

q(t)=min 2t
3-t

,1
2t

2(3-t{ }).

  证明:当0≤t≤s≤1时,G(t,s)=16t
2(3s-t)=12st

2-16t
3,而∂(st

2/2-t3/6)
∂t =-12t

(t-s)≥0,

故 max
0≤t≤1

G(t,s)=G(s,s)=13s
3.当0≤s≤t≤1时,G(t,s)=16s

2(3t-s)=12s
2t-16s

3,G(t,s)关于t

单调递增,故 max
0≤t≤1

G(t,s)=G(1,s)=16s
2(3-s).

令j(s)=
1,0≤s≤t≤1,

s,0≤t≤s≤1{ ,
则有

G(j(s),s)=

1
6s

2(3-s),0≤s≤t≤1,

1
3s

3, 0≤t≤s≤1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

故 max
0≤t≤1

G(t,s)=G(j(s),s),∀(t,s)∈[0,1]×[0,1].

注意到当0≤t≤s≤1时,G(t,s)
G(j(s),s)=

t2(3s-t)
2s3

,又∂((3s-t)/s
3)

∂s =t-2s3s4 <0
,则 G(t,s)≥

1
2t

2(3-t)G(j(s),s).当0≤s≤t≤1时, G(t,s)
G(j(s),s)=

3t-s
3-s

,又∂((3t-s)/(3-s))
∂s = 3t-3(3-s)2≤0

,则

G(t,s)≥ 2t3-tG
(j(s),s).

此时,取q(t)=min 2t
3-t

,1
2t

2(3-t{ }),则得G(t,s)≥q(t)G(j(s),s).

引理3 Lλ(K)⊂K 且Lλ:K→K 为全连续算子.
证明:先验证Lλ 的保锥性,∀w∈K,有

min
α≤t≤β

(Lλw)(t)=λmin
α≤t≤β∫

1

0
G(t,s)f(s,w(s))ds≥λmin

α≤t≤β
q(t)∫

1

0
G(j(s),s)f(s,w(s))ds≥

τλmax
0≤t≤1∫

1

0
G(t,s)f(s,w(s))ds=τ‖Lλw‖.

则Lλ(w)∈K,即Lλ(K)⊂K.
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再验证Lλ 是一个紧算子,∀w∈K,有

‖Lλw‖ ≤λ∫
1

0
G(j(s),s)f(s,w(s))ds,

由于G(j(s),s)有界,f是连续函数并且w(t)在[0,1]上有界,因此Lλ 一致有界.另一方面,由G(t,s)
连续性可知,Lλ 等度连续.故由Arzèla-Ascoli定理易知,Lλ:K→K 为紧算子,从而为全连续算子.

引理4[14] 假设0<min{minf0,minf∞}≤+∞,0≤max{maxf0,maxf∞}<+∞.

1)若λ<A/maxf0,则存在一个正数列an→0,使得f(t,x)≤anA/λ,(t,x)∈[0,1]×[0,an];

2)若λ<A/maxf∞,则存在一个正数列an→+∞,使得f(t,x)≤anA/λ,(t,x)∈[0,1]×
[0,an];

3)若λ>B/(τminf0),则存在一个正数列bn→0,使得f(t,x)≥bnB/λ,(t,x)∈[α,β]×[τbn,bn];

4)若λ>B/(τminf∞),则存在一个正数列bn→+∞,使得f(t,x)≥bnB/λ,(t,x)∈[α,β]×
[τbn,bn].

2 主要结果

定理1 1)若f 满足超线性条件,即 maxf0=0且 minf∞=+∞,则问题(3)至少存在一个

正解;

2)若f满足次线性条件,即minf0=+∞且maxf∞=0,则问题(3)至少存在一个正解.
证明:1)超线性情形.因为maxf0=0,所以可知存在a>0,使得当0<w≤a时,有f(t,w)≤

ηw,其中η>0,且满足λη∫
1

0
G(j(s),s)ds≤1.

当w∈∂Ka 时,即‖w‖=a,

Lλw(t)=λ∫
1

0
G(t,s)f(s,w(s))ds≤λ∫

1

0
G(j(s),s)f(s,w(s))ds≤

λ∫
1

0
G(j(s),s)ηw(s)ds≤ ‖w‖λη∫

1

0
G(j(s),s)ds≤a=‖w‖.

则‖Lλw‖≤‖w‖,w∈∂Ka.
因为minf∞=+∞,所以可知存在b>0,使得当w≥b时,有f(t,w)≥μw,其中μ>0,且满足

λμτ∫
β

α
G(j(s),s)ds≥1.

当w∈∂Kb 时,即‖w‖=b,

Lλw(t)=λ∫
1

o
G(t,s)f(s,w(s))ds≥λ∫

β

α
G(t,s)f(s,w(s))ds≥

λ∫
β

α
G(j(s),s)q(t)f(s,w(s))ds≥λτ∫

β

α
G(j(s),s)f(s,w(s))ds≥

λτμ‖w‖∫
β

α
G(j(s),s)ds≥b=‖w‖.

则‖Lλw‖≥‖w‖,w∈∂Kb.
于是由引理1可知,至少存在一个不动点w∈K∩(췍Kb\Ka),即问题(3)至少存在一个正解.
2)次线性情形.因为minf0=+∞,故同1)的证明过程可知存在a>0,使得当0<w≤a时,有

f(t,w)≥μw,其中μ>0,且满足λμτ∫
β

α
G(j(s),s)ds≥1.

当w∈∂Ka 时,即‖w‖=a,

Lλw(t)=λ∫
1

0
G(t,s)f(s,w(s))ds≥λ∫

β

α
G(t,s)f(s,w(s))ds≥

λ∫
β

α
q(t)G(j(s),s)f(s,w(s))ds≥λμq(t)‖w‖∫

β

α
G(j(s),s)ds≥

0231   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第62卷 



λμτ‖w‖∫
β

α
G(j(s),s)ds≥a=‖w‖.

则‖Lλw‖≥‖w‖,w∈∂Ka.
因为maxf∞=0,所以可知存在b>0,使得当w≥b时,有f(t,w)≤ηw,其中η>0,且满足

λη∫
1

0
G(j(s),s)ds≤1.当w∈∂Kb 时,即‖w‖=b,

Lλw(t)=λ∫
1

0
G(t,s)f(s,w(s))ds≤λ∫

1

0
G(j(s),s)f(s,w(s))ds≤

λη‖w‖∫
1

0
G(j(s),s)ds≤b=‖w‖.

则‖Lλw‖≤‖w‖,w∈∂Kb.
于是由引理1可知,至少存在一个不动点w∈K∩(췍Kb\Ka),即问题(3)至少存在一个正解.

定理2 假设max B
τminf0

, B
τminf{ }∞

<μ*.

1)若max B
τminf0

, B
τminf{ }∞

<λ<μ*,则问题(3)至少存在两个正解;

2)若min B
τminf0

, B
τminf{ }∞

<λ≤max B
τminf0

, B
τminf{ }∞

,则问题(3)至少存在一个正解.

证明:1)令J(r)= rA
max{f(t,x):(t,x)∈[0,1]×[0,r]}

,则显然有J(r)连续且μ*=supJ(r).

由J(r)的连续性可知,存在0<a1<a2,使得λ<J(a1),J(a2)<μ*.由λ<J(a1),λ<J(a2)分别

可得:

λ< a1A
max{f(t,x):(t,x)∈ [0,1]×[0,a1]}

, (13)

λ< a2A
max{f(t,x):(t,x)∈ [0,1]×[0,a2]}

. (14)

  另一方面,由于λ>max B
minτf0

, B
minτf{ }∞

,即λ> B
minτf0

,λ> B
minτf∞

,故由引理4中3),

4)可知,存在bn→0,有f(t,x)≥
bnB
λ
,从而存在0<b1<a1,有 min{f(t,x),(t,x)∈[α,β]×

[τb1,b1]},即

λ≥ b1B
min{f(t,x):(t,x)∈ [α,β]×[τb1,b1]}

. (15)

同理知存在bn→+∞,有f(t,x)≥
bnB
λ
,从而存在b2>a2,有

λ≥ b2B
min{f(t,x):(t,x)∈ [α,β]×[τb2,b2]}

. (16)

易得0<b1<a1<a2<b2,联立式(13),(15),有

b1B
min{f(t,x):(t,x)∈ [α,β]×[τb1,b1]}

<λ< a1A
max{f(t,x):(t,x)∈ [0,1]×[0,a1]}

.

  当w∈∂Ka1
时,即‖w‖=a1,

Lλw(t)=λ∫
1

0
G(t,s)f(s,w(s))ds≤λa1A

λ∫
1

0
G(t,s)ds≤a1A∫

1

0
G(j(s),s)ds=a1=‖w‖,

则当w∈Ka1
时,‖Lλw‖≤‖w‖.当w∈∂Kb1

时,即‖w‖=b1,

Lλw(t)=λ∫
1

0
G(t,s)f(s,w(s))ds≥λb1Bλ∫

1

0
G(t,s)ds≥b1B∫

β

α
G(t,s)ds≥

b1B∫
β

α
q(t)G(j(s),s)ds≥b1Bτ∫

β

α
G(j(s),s)ds=b1=‖w‖,

则当w∈Kb1
时,‖Lλw‖≥‖w‖.
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于是由引理1可知,至少存在一个不动点 w∈K∩(췍Ka1\Kb1
),即问题(3)至少存在一个正解

w∈[b1,a1].联立式(14),(16),同理知至少存在一个不动点w∈K∩(췍Kb2\Ka2
),即问题(3)至少存在

一个正解w∈[a2,b2].
综上可知问题(3)至少存在两个正解w1∈[b1,a1],w2∈[a2,b2].

2)由于min B
minτf0

, B
minτf{ }∞

<λ≤max B
minτf0

, B
minτf{ }∞

≤μ*,与1)的证明过程同理,

依然有式(13),(14)成立.

另一方面,min B
minτf0

, B
minτf{ }∞

<λ≤max B
minτf0

, B
minτf{ }∞

,下面分两种情形讨论.

情形① B
minτf0

<λ< B
minτf∞

.此时由于λ> B
minτf0

,故与1)同理知式(15)成立,从而联立

式(13),(15)可 知,至 少 存 在 一 个 不 动 点 w∈K∩(췍Ka1\Kb1
),即 问 题(3)至 少 存 在 一 个 正 解

w∈[b1,a1].

情形② B
minτf∞

<λ< B
minτf0

.此时由于λ> B
τf∞

,故与1)同理知式(16)成立,从而联立

式(14),(16)可 知,至 少 存 在 一 个 不 动 点 w∈K∩(췍Ka1\Kb1
),即 问 题(3)至 少 存 在 一 个 正 解

w∈[a2,b2].
综上可知,问题(3)至少存在一个正解w1∈[b1,a1]或w2∈[a2,b2].

定理3 假设ν*<min
A

maxf0
, A
maxf{ }

∞
.

1)若ν*<λ<min
A

maxf0
, A
maxf{ }

∞
,则问题(3)至少存在两个正解;

2)若min
A

maxf0
, A
maxf{ }

∞
≤λ<max

A
maxf0

, A
maxf{ }

∞
,则问题(3)至少存在一个正解.

证明:1)令I(r)= rB
min{f(t,x):(t,x)∈[α,β]×[τr,r]}

.易知I(r)连续,且ν*=infI(r).故由

I(r)的连续性可知,存在0<b1<b2,使得ν*<I(b1),I(b2)<λ.由I(b1)<λ,I(b2)<λ分别可得:

b1B
min{f(t,x):(t,x)∈ [α,β]×[τb1,b1]}

<λ, (17)

b2B
min{f(t,x):(t,x)∈ [α,β]×[τb2,b2]}

<λ. (18)

  另一方面,λ<min
A

maxf0
, A
maxf{ }

∞
,即λ< A

maxf0
,λ< A

maxf∞
.由引理4中1),2)可知,存在

an→0,有f(t,x)≤
anA
λ
,从而存在0<a1<b1,有max{f(t,x):(t,x)∈[0,1]×[0,a1]}≤

a1A
λ
,即

λ≥ a1A
max{f(t,x):(t,x)∈ [0,1]×[0,a1]}

. (19)

同理可知存在an→+∞,有f(t,x)≤
anA
λ
,从而存在a2>b2,有

λ≥ a2A
max{f(t,x):(t,x)∈ [0,1]×[0,a2]}

. (20)

易得0<a1<b1<b2<a2,联立式(17),(19),有

b1B
min{f(t,x):(t,x)∈ [α,β]×[τb1,b1]}

<λ< a1A
max{f(t,x):(t,x)∈ [0,1]×[0,a1]}

.

  当w∈∂Ka1
时,即‖w‖=a1,

Lλw(t)=λ∫
1

0
G(t,s)f(s,w(s))ds≤λa1A

λ∫
1

0
G(t,s)ds≤a1A∫

1

0
G(j(s),s)ds=a1=‖w‖,
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则当w∈Ka1
时,‖Lλw‖≤‖w‖.当w∈∂Kb1

时,即‖w‖=b1,

Lλw(t)=λ∫
1

0
G(t,s)f(s,w(s))ds≥λb1Bλ∫

1

0
G(t,s)ds≥b1B∫

β

α
G(t,s)ds≥

b1B∫
β

α
q(t)G(j(s),s)ds≥b1Bτ∫

β

α
G(j(s),s)ds=b1=‖w‖,

则当w∈Kb1
时,‖Lλw‖≥ w‖.

于是由引理1可知,至少存在一个不动点 w∈K∩(췍Kb1\Ka1
),即问题(3)至少存在一个正解

w∈[a1,b1].同理联立式(18),(20)可知,至少存在一个不动点w∈K∩(췍Ka2\Kb2
),即问题(3)至少存

在一个正解w∈[b2,a2].
综上可知问题(3)至少存在两个正解w1∈[a1,b1],w2∈[b2,a2].
2)的证明过程与定理2中2)类似,故略.
例1 考虑边值问题:

w″″(t)=λw(3w-2t), t∈ (0,1),

w(0)=w′(0)=w″(1)=w‴(1)=0{ ,
(21)

其中取α=14
,β=

3
4.则f(t,w)满足超线性增长条件,即满足定理1中1),问题(21)至少存在一个

正解.
例2 考虑边值问题:

w″″(t)=λ(w1/2+t), t∈ (0,1),

w(0)=w′(0)=w″(1)=w‴(1)=0{ ,
(22)

其中取α=14
,β=

3
4.则f(t,w)满足次线性增长条件,满足定理1中2),问题(22)至少存在一个

正解.
例3 考虑边值问题:

w″″(t)=λw(3w+2t)
w+t

, t∈ (0,1),

w(0)=w′(0)=w″(1)=w‴(1)=0{ ,
(23)

其中取α=14
,β=

3
4.此时有 minf0=minf0=minf0=2,maxf∞=maxf∞=maxf∞=3,则

f(t,w)满足渐近线性增长条件.

通过简单计算,可得如下常数:B=

192
5
,0≤s≤t≤1,

128
7
,0≤t≤s≤1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

τ=11128.

情形1)当0≤t≤s≤1时,

8192
77 <λ<μ* =sup 12r

max{f(t,x):(t,x)∈ [0,1]×[0,r]}
,

满足定理2中1),则问题(23)至少存在两个正解.当0≤s≤t≤1时,

12288
55 <λ<μ* =sup 8r

max{f(t,x):(t,x)∈ [0,1]×[0,r]}
,

满足定理2中1),则问题(23)至少存在两个正解.

情形2)当0≤t≤s≤1时,12288
231 <λ≤819277

,满足定理2中2),则问题(23)至少存在一个正解.

当0≤s≤t≤1时,8192
55 <λ≤1228855

,满足定理2中2),则问题(23)至少存在一个正解.

下面的计算过程与1)类似,可得到类似结果,故略.
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