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计入冲击与受载齿轮副时变啮合刚度解析算法
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（1. 重庆交通大学 机电与车辆工程学院，重庆 400074；

2. 重庆齿轮箱有限责任公司 技术中心，重庆 402263）

摘 要：针对目前理论不能准确计算齿轮受载与冲击时刻刚度发生的变化，基于赫兹非线

性接触理论，构建有限长线接触弹性理论解析模型，由三维接触斑大小与啮合过程中主曲率

半径的变化，得到不同载荷作用下齿轮法向接触刚度；而后结合 Weber 能量法，提出考虑负载

条件下时变啮合刚度修正算法，阐明受载变形与刚度硬化的映射关系；同时建立线外啮合冲

击数学模型，根据冲击时刻齿轮副动态接触关系，探究啮入冲击引起的啮合刚度变化规律 .研
究结果表明，接触刚度曲线与主曲率半径变化规律一致，考虑啮入冲击时，齿轮副啮合刚度产

生突变并呈现由大到小的变化规律，随着负载递增，法向接触与综合刚度非线性增大，冲击效

应增强，且单齿啮合区域逐渐减小，冲击对刚度的影响越来越明显 .
关键词：刚度变化；赫兹接触；Weber能量法；接触变形；冲击刚度
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        Analytical Algorithm for Time Varying Mesh Stiffness of Gear Pairs        
Considering Impact and Loading
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Abstract：Due to the inability of the current theory to accurately calculate the changes in the stiffness of the 
gear during loading and impact， the Hertz nonlinear contact theory is employed to construct an analytical model of 
length-limited line contact elasticity theory. The normal contact stiffness of the gear under different loads is obtained 
from the changes in the three-dimensional contact spot size and the principal curvature radius in the meshing 
process. Later， using the Weber energy method， a time-varying meshing stiffness correction algorithm considering 
the load condition is proposed to clarify the mapping relationship between load deformation and stiffness hardening. 
At the same time， the mathematical model of off-line meshing impact is established， and the change law of the 
meshing stiffness caused by the meshing impact is investigated according to the dynamic contact relationship of the 
gear pair at the impact time. The research findings demonstrate that the contact stiffness curve is consistent with the 
change law of the principal curvature radius. When the meshing impact is considered， the meshing stiffness of the 
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gear pair changes abruptly from the large to the small. As the load increases， the contact and comprehensive meshing 
stiffness increase non-linearly， the single tooth meshing region gradually decreases， and the impact on the stiffness 
is more markedly.
  Key words：stiffness change；Hertz contact；Weber energy method；contact deformation；shock stiffness

齿轮传动系统具有传动精度高、啮合平稳等特

点，被广泛应用于航空航天、医疗器械、工业机器等

技术领域中 .由于其使役工况复杂多变，运行负载变

化范围明显，冲击碰撞问题尤为突出，这些会影响齿

轮传动的安全与稳定 .同时齿轮时变啮合刚度非线

性特征变化显著，而能否明晰负载-冲击-刚度三者

之间动态演变规律是突破现有齿轮研究的关键 .因
此，研究齿轮负载变化与线外啮合诱发的时变啮合

刚度规律具有十分重要的意义 .
齿轮系统啮合刚度计算受到国内外学者的广泛

关注，目前主要研究方法分为有限元法［1-3］与解析

法 .采用有限元法计算刚度时相当于模拟齿轮实际

啮合情况，具有较高的计算精度，但因其求解结果基

于建模水平、边界条件与工况模拟是否真实，且计算

效率较低，故更多学者对高效率的解析法进行研究 .
刘文等［4］基于势能法提出了一种考虑齿根圆与基圆

不重合情形时齿轮时变啮合刚度修正算法 .林腾蛟

等［5］运用切片法计算考虑温度情形下斜齿轮时变啮

合刚度，同时采用不同工况参数对齿轮啮合刚度的

影响进行分析 . 陈思宇等［6］利用能量等效给出直齿

锥齿轮啮合刚度求解的快速计算方法 .Liu等［7］采用

解析几何法建立了内齿轮与外齿轮的齿尖碎裂失效

模型，推导出故障齿轮的啮合刚度并进行了验证 .
Chen 等［8］依据直齿圆柱齿轮啮合刚度的计算，推导

高阶定相齿轮副的啮合刚度并进行了优化 .Sun等［9］

基于线性热膨胀理论，综合计算热膨胀下的综合啮

合刚度 .对于法向接触刚度的计算，一些研究者根据

分形理论，建立法向刚度分型模型，考虑分形维数、

表面粗糙度幅值与材料特性等情况下对法向接触刚

度的影响［10-12］. 部分学者对啮合冲击的计算方法也

进行了深入的研究［13-14］.
综上所述，以往计算轮齿接触变形是将接触界

面简化为沿啮合线方向随曲率半径而发生变化的光

滑曲面，其载荷与接触变形为线性关系，并不能表征

轮齿接触界面受载压平导致的接触变形非线性增大

效应，同时未给出考虑负载与冲击的刚度解析计算

公式，明晰三者之间的规律与变化 .
因此，本文基于赫兹（Hertz）非线性接触理论，以

点接触为基础构建线弹性接触解析计算模型，结合

齿轮啮合过程中曲率半径与接触斑大小变化求解齿

轮啮合过程中弹性变形量 .提出了考虑负载条件下

时变啮合刚度修正算法，计算不同载荷作用下齿轮

法向接触与综合啮合刚度，并建立啮入冲击刚度耦

合作用激励模型 .推导出任意齿轮副不同工况下冲

击诱发的刚度变化解析式，阐明了不同负载条件下

冲击激励对刚度的作用影响 .

1   赫兹非线性接触刚度解析算法

1.1   赫兹点接触与线接触理论

在实际工程运用中，赫兹接触理论通常运用于

计算两构件产生的变形、最大接触应力与应力变化

的分布规律 .应用赫兹接触分析问题时需要满足一

些条件：

1） 假设两构件属于完全弹性变形体，材料均匀

分布；

2） 接触体保持各向同性，接触体表面光滑连

续，并且接触区域远小于接触体尺寸；

3） 接触时压力分布与接触区域保持一致，同时

在初始接触点附近两弹性体可视为弹性半空间 .
根据这些条件处理一般光滑弹性体接触问题

时，由于接触形状的不同，赫兹接触问题分为点接触

与线接触两种，图 1与图 2表示点接触时接触区域与

接触应力分布图 .
根据赫兹理论，点接触时在法向力Fn的作用下，

三维弹性体接触区域形状为椭圆，椭圆长短轴半径

a、b分别为：

a = g é

ë

ê
êê
ê3πFn( )γ1 + γ2
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式中：R′1 与R″1、R′2 与R″2 分别为接触体 1与接触体 2在

接触点的纵向、横向主曲率半径；θ为两接触体纵向

曲率半径R′1 与R′2 法向平面之间的夹角；X、Y为弹性

赫兹接触理论系数 .
椭圆偏心率 e与系数X、Y之间的关系式为：

X
Y = (1 - e2 ) F (e ) - H (e )

H (e ) - ( )1 - e2 F (e ) （5）

g = é

ë

ê
êê
ê 2H (e )

π ( )1 - e2
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1
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êêêê

2H (e )
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3
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6 （7）

γ1 = ( )1 - v1 2

πE1
；γ2 = ( )1 - v2 2

πE2
（8）

F (e ) = ∫0

π
2 dφ

1 - e2 sin2φ
（9）

H (e ) = ∫0

π
2 1 - e2 sin2φ dφ （10）

式中 E1、E2、v1、v2 分别为两接触体弹性模量与泊松

比，F（e）、H（e）是以 φ为积分变量的第一、第二类完

整椭圆积分 .
线接触是两弹性圆柱接触体在受外力作用下的

接触情况，当接触线受到挤压时成为面接触，形成长

为 L，宽为 2b1的矩形接触面积 .图 3与图 4为两接触

体在线接触时的接触区域与接触应力分布图 .其中

ρ1、ρ2为两圆柱体接触时的等效曲率半径 .

利用赫兹接触理论，计算接触区宽 b1与最大接

触应力σmax.

b1 = 4FnπL
1 - v21
E1

+ 1 - v22
E21

ρ1
± 1
ρ2

（11）

图1   任意曲面点接触

Fig.1   Point contact of any surface

图2   任意曲面椭圆接触区域

Fig.2   Elliptical contact region of arbitrary surfaces

图3   两圆柱赫兹线接触

Fig.3   Two cylindrical Hertz lines contact

图4   线接触区域接触力分布

Fig.4   Contact force distribution in line contact region

40



第 12 期 何泽银等：计入冲击与受载齿轮副时变啮合刚度解析算法

σmax = FnπL
1
ρ1

+ 1
ρ21 - v21

E1
+ 1 - v22

E2

（12）

1.2   点-线弹性接触理论解析计算

在处理齿轮啮合弹性体接触问题时，由于齿轮

在啮合过程中横向主曲率半径R′1、R′2近似为无穷大，

因此应将线接触的弹性接触变形问题建立在点接触

理论的基础上进行求解，从而根据点线接触转换即

可计算齿轮啮合时齿宽为有限长度的轮齿接触界面

接触斑大小与长短轴半径［15］.
将文献［15］中的解析式进行简化得到：

∑d = 2(X + Y ) （13）
∑d1 = 1

R′1
+ 1
R′2

（14）
点接触区压力呈半椭球分布，最大接触压力 p0=

3Fn/（2πab）.
当接触体横向曲率半径 R″→∞时，接触区将变

为线接触，采用线接触模型，接触区半宽为：

b1 = 4 ( )γ1 + γ2 q
∑d1

（15）
计算所得 b1与短半轴解析式，求出线接触时单

位长度法向力关系式 q：

q =
h2( )Σd1

ì
í
î

ü
ý
þ

3π ( )γ1 + γ2 Fn
2∑d

2
3

4 ( )γ1 + γ2
（16）

根据线接触时接触区压力分布，得出最大接触

压力 p1=2q/（πb1），将 q代入该式中与点接触时最大接

触压力相比得到：

P1
P0

= π
2 ⋅ ( ∑d1∑d ) ⋅ gh2 （17）

由于齿轮接触时，一对齿轮横向主曲率半径为

无穷大即：

lim
R″→ ∞ ( ∑d1∑d ) = 1 （18）
当 R″2→∞时，b/a→0，通过 g与 h的极限关系式

得到：

lim
b
a → 0

(gh2 ) = 2
π （19）

根据上述关系式得到 p1/p0=1，求得极限情况下

法向力Fn的关系式为：
Fn2a = 2q

3 （20）
齿轮接触时为有限长度，代入解析关系式得到

有限长线接触长短半轴等效计算参数：

I = b
a = 4b

3L （21）
式中：当 L→∞时，I→0，变为前述接触体无限长线接

触情形；当 L为定值时，I变为较小数值，可表示有限

长线接触 .根据所得计算公式，可以计算有限长度接

触椭圆偏心率 e：

e = 1 - b2

a2 = 1 - 16b2

9L2 （22）
1.3   赫兹非线性法向接触刚度

计算接触变形 δ与法向力 Fn 之间的解析关系

式，同时根据刚度定义给出符合赫兹非线性接触条

件通用法向接触刚度计算公式［16］：

Fn = Knr δ
3
2 （23）

Knr = 4
3

qk

( )γ1 + γ2 X + Y （24）

Khn = dFndδ = 3
2 Knr δ

1
2 = 3

2 Knr
2
3Fn

1
3 （25）

式中：qk= π［g/2F（e）］；Knr为赫兹接触常数 .从解析

关系式看出法向接触刚度不仅与接触体的材料、椭

圆接触斑大小以及主曲率半径有关，同时也与法向

载荷相关，当载荷增大时法向接触刚度也随之增大 .

2   齿轮非线性时变啮合刚度计算

本文采用赫兹非线性接触理论得到接触刚度，

考虑不同负载情况下刚度非线性变化趋势，计算齿

轮的综合时变啮合刚度 .
2.1   时变啮合刚度修正算法

齿轮在啮合力作用下产生变形，采用材料力学

中悬臂梁模型，基于 Weber 能量法计算齿轮弯曲变

形、剪切变形、轴向压缩变形，进而计算齿轮时变啮

合刚度 .齿轮刚度计算模型如图5所示 .

图5   齿轮刚度计算模型

Fig.5   Stiffness calculation model for gears
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给出齿轮弯曲、剪切、轴向压缩变形计算解析式：

δb = Fj

Ee

é

ë

ê
êê
êcos2 βj( )L3

i + 3L2
i Sij + 3LiS2

ij

3Ī i -
ù

û

ú
úú
ú                 cos βj sin βj( )L2

i Yj + 2LiYjSij
2Ī i

（26）

δs = Fj

Ee

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úcos2 βj( )12(1 + ν )Li

5Āi （27）

δc = Fj

Ee

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úsin2 βj( )LiĀi （28）

式中：Fj为任意啮合点的载荷；Yj与 Sij分别表示载荷

作用点在 y轴与微元在 x轴方向上投影的距离；Li为
微元厚度；βj是Fj与 y轴之间的载荷角；ν为泊松比 .

Ī i = 2Ii Ii + 1
Ii + Ii + 1

（29）
Ii = 1

12 B (2hi ) 3
（30）

Āi = 2Ai Ai + 1
Ai + Ai + 1

（31）
Ai = 2Bhi （32）

Ee =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

E，   B/HP < 5
E

( )1 - v2 ， B/HP > 5 （33）

式中：E为弹性模量；B为齿宽；Hp为节圆齿厚；hi表示

微元到 x轴之间的距离；Ai与 Ii则分别表示为当量截

面面积与当量惯性矩 . 当 B与Hp之比小于 5 时为窄

齿，其余则为宽齿 .
计算齿轮啮合过程基体变形［17］：
对于窄齿，有

δ f = Fn cos2 βj
BE

é

ë

ê
êê
ê1.534 ( )1 + 0.416 7 tan2 βj1 + ν +

                        ù

û

ú
úú
ú5.306 ( )L f

H f

2
+ 2 (1 - ν ) ( )L f

H f
（34）

对于宽齿，有

δ f = Fn cos2 βj
BE (1 - ν2 ) é

ë
ê
êê
ê2 ( )1 - ν - 2ν2

1 - ν2
L f
H f

+  

    ù

û

ú
úú
ú5.306 ( )L f

H f

2
   + 1.534 ( )1 + 0.416 7 tan2 βj1 + ν （35）

由有效长度Le，计算求出Lf和Hf：
L f = Xj - XM - Yj tan βj
H f = 2YM （36）

式中：Xj表示载荷作用点在 x轴方向上的距离；XM与
YM为基点M位于横纵坐标轴上的大小 .

给出轮齿接触变形传统计算公式［18］：

δp = 2Fn (1 - ν2 )
πBE ( )-0.429 + ln 4ρ1 ρ2

b2 （37）
由式（37）可知，目前接触变形与载荷为线性关

系，未能表征不同载荷作用下接触刚度的非线性变

化规律 .因此，本文综合考虑齿轮啮合过程中接触点

曲率半径、载荷、接触斑大小、接触宽度及齿面材料

等因素，计算非线性赫兹接触变形 δp.
综上，求得单对轮齿啮合刚度K：

K = Fj  éë ù
û( )δb + δs + δc + δ f 1 + δp + ( )δb + δs + δc + δ f 2

（38）
2.2   非线性法向接触刚度

采用建立的考虑非线性赫兹接触条件下轮齿啮

合接触刚度算法，分析不同负载条件下啮合刚度变

化特性 .引用文献中所用齿轮副参数与材料属性如

表1所示［19-20］.

图 6表示啮入至啮出过程中齿轮副曲率半径随

啮合角变化的规律曲线图，可以看出：由于主、从动轮

齿数关系及几何参数不同，两齿轮副啮合曲率半径变

化趋势也不同 .齿轮副 1主动轮齿数小于从动轮，呈

上升趋势，曲率半径随啮合角的增大而增大；而齿轮

副 2主动轮齿数大于从动轮，呈下降趋势，曲率半径

在啮合转角为0.32 rad达到最大后逐渐减小 .

表1   齿轮副几何参数与材料属性

Tab. 1   Geometric parameters and material properties 
of gear pair

参数

齿数Z

模数m/mm
压力角α/（°）
齿宽B/mm

弹性模量E/Pa
泊松比 ν

齿轮副1
19/48

4
20

12/12
2.068e11

0.3

齿轮副2
30/22

5
20

20/20
2.06e11

0.3

图6   啮合曲率半径

Fig.6   Radius of engagement curvature
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将表 1 中的参数代入齿轮法向接触刚度计算，

结果如图7所示 .
负载条件下不同齿轮副的法向接触刚度与传统

赫兹接触刚度的对比如图 7 所示，与传统赫兹接触

刚度为定值相比，法向接触刚度会随着啮合角的变

化而变化，接触刚度曲线与综合曲率半径变化规律

一致 .随转矩递增，法向接触刚度非线性增大 .当转

矩从 100 N·m增大到 2 000 N·m时，齿轮副 1与齿轮

副 2从啮入至啮出过程中法向接触刚度分别增加了

（1.39~2.58）×109 N/m与（3.10~2.48）×109 N/m.

2.3   负载条件下时变啮合刚度

计算齿轮副 1 与齿轮副 2 不同输入转矩下齿轮

时变啮合刚度，结果如图8所示 .
图 8为输入不同转矩后时变啮合刚度变化规律

曲线，与文献［19-20］中所采用的刚度算法的结果一

致，验证了本文计算方法的准确性 .可以看出：随着

输入转矩增大，齿轮副 1与齿轮副 2啮合刚度非线性

增大 .当转矩从 100 N·m 增大到 2 000 N·m 时，齿轮

副 1 单、双齿啮合刚度分别增加 1.8×107 N/m 和 2.9×
107 N/m，齿轮副 2 单、双齿啮合刚度分别增加 3.8×
107 N/m 和 2.7×107 N/m. 随输入转矩递增，齿轮时变

啮合刚度增幅逐渐减小，这是由于负载增大使轮齿

受载压平，轮齿接触界面所受接触面积的增大能力

逐渐减弱，齿轮变形受弹性变形约束的影响变化幅

度逐渐减小 .当载荷增大到一定值时，啮合刚度基本

保持不变 .

3   计入冲击的齿轮副时变啮合刚度解析算法

本文基于冲击理论给出冲击过程中任意点接触

位置与载荷角的变化解析关系式，并根据冲击时刻

动态接触关系，探究冲击对刚度影响的确切变化

规律 .
3.1   线外冲击位置的确定与离散化

确定线外啮入点冲击位置后，基于圆柱碰撞理

论可以计算出冲击力大小，线外啮合冲击位置如图 9
所示［21］.

确定线外冲击点位置后，计算冲击过程中任意

啮合点坐标，本节给出任意点位置计算方法 .
如图 10所示，L1、L2为齿轮副理论啮合点；B1、B2

为齿轮副实际啮合点；N、S分别为主、从动轮在啮合

线单齿啮合区间所对应的点 .

（a）齿轮副1

（b）齿轮副2
图7   法向接触刚度

Fig.7   Normal contact stiffness

（a）齿轮副1

（b）齿轮副2
图8   时变啮合刚度

Fig.8   Time-varying mesh stiffness
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理想情况下，前一齿位于N点时，后一齿则在 S
点开始进入啮合 .而考虑线外啮合后，当前一齿在N′
点时，后一齿已经在线外啮入点C产生冲击作用 .因
此将C点等效为啮合线上的B′2 点，根据冲击理论求

出主动轮从 C点到 B2点所转过的角度 θ，设 B′2B2与

N′N距离相等，则 θ×rb1=B′2B2=N′N，将B′2B2离散后不同

的等效啮合点来确定与之对应啮合冲击点位置，该

方法即可用于后续任意线外啮合点冲击位置到圆心

的半径与载荷角的计算，等效后实际啮合线将变

为B′2B1.
3.2   任意冲击位置半径计算

主、从动轮线外啮合冲击数学模型如图 11所示 .
其中 ra1、ra2为主、从动轮齿顶圆半径，rb1、rb2为主、从动

轮基圆半径，r′b2 为线外啮合时刻从动轮假想基圆半

径 .齿轮副在冲击时刻从动轮啮合点到圆心的距离

始终为齿顶圆半径 ra2.
∠RO1P = arccos O1C2 + ( )r1 + r2

2 - ra2 2

2 × ( )r1 + r2 × O1C
- Δ
rb1

（39）

cos ∠RO1P = O1R2 + ( )r1 + r2
2 - ra2 2

2 × ( )r1 + r2 × O1R
（40）

式中：O1C为初始啮合点半径；r1与 r2为主、从动轮分

度圆半径；Δ为冲击时转动角度在啮合线上的等效

距离 .结合上式可得到任意冲击时刻主动轮啮合半

径O1R.
3.3   线外啮合冲击载荷角计算

载荷角区与压力角表示不同，载荷角是指轮齿

对称线垂线与载荷方向之间的夹角，本节给出主、从

动轮冲击时载荷角计算方法 . 同时参考图 11 与      
图 12，其中 α1、α2分别为线外啮合时主、从动轮啮合

点压力角，θ1、θ2分别为主、从动轮啮合半径与中心线

之间的夹角，β1为主动轮线外啮合载荷角 .
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

α1 = arccos rb1
O1R

α2 = α1 + θ1 + θ2
（41）

图12   线外啮合载荷角

Fig.12   Engagement load angle outside the lines

图11   任意冲击半径示意图

Fig.11   Schematic diagram of arbitrary impact radius

图9   啮入冲击点位置

Fig.9   Position of meshing impact point

图10   线外啮合等效示意图

Fig.10   Equivalent diagram of out-of-line engagement
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θ1 = ∠RO1P = arccos ( )r1 + r2
2 + O1R2 - ra2 2

2 × ( )r1 + r2 × O1R

（42）
θ2 = ∠RO2P = arccos ( )r1 + r2

2 + ra2 2 - O1R2

2 × ( )r1 + r2 × ra2
（43）

ì
í
î

β1 = α1 - φ2 = α1 - ( )φ1 + α f
  α f = invα - invα1

（44）
式中：αf为线外啮合点与分度圆的夹角；分度圆与对

称线夹角φ1=π/（2z1）；φ2为线外啮合点与对称线的夹

角 .根据上述关系式即可计算冲击时刻主动轮载荷

角β1，相同方法求得从动轮载荷角β2.
3.4   计入冲击与受载的齿轮副时变啮合刚度结果

分析

考虑线外啮合冲击时刻接触位置、载荷角及接

触曲率等变化，综合分析计入冲击与受载对不同齿

轮副时变啮合刚度的影响，解析计算如图13所示 .

图 13 为计入冲击时不同输入转矩的时变啮合

刚度曲线图 . 可见：随着输入转矩增大，齿轮副 1 与

齿轮副 2 的啮合刚度非线性增大，且由轻载至重载

变化过程中因加剧了冲击效应，刚度产生硬化，使得

刚度突变值更大 .考虑冲击时初始啮合点刚度高于

理论值，啮合刚度曲线呈现由大到小的变化规律，随

着齿轮啮合平稳后趋于正常 . 当转矩从 100 N·m 增

大到 2 000 N·m时，齿轮副 1与齿轮副 2因实际重合

度增大使单齿啮合区间减小，单齿啮合时间缩短为

正常啮合时的33%与59%.

4   结 论

本文给出满足赫兹非线性接触理论的弹性体接

触斑大小和刚度计算方法 .建立了极限情况下齿轮

副点线接触转换模型，并根据轮齿接触变形、材料属

性以及接触几何及载荷之间的相互关系，提出了考

虑负载条件下时变啮合刚度修正算法；而后给出了

一种考虑线外啮合冲击任意时刻冲击半径与载荷角

的数学模型，根据冲击时刻动态接触关系，探究不同

负载下冲击对刚度的影响，得出以下结论 .
1）与传统赫兹接触刚度为定值相比，接触刚度

规律变化不同，接触刚度曲线与齿轮综合主曲率半

径变化规律一致，当不断增大输入转矩后，接触刚度

递增且增大幅度逐渐减小 .
2）将所得齿轮法向接触刚度代入时变啮合刚度

中计算，负载增大齿轮啮合刚度非线性增大，当载荷

增大到一定值时，齿轮啮合刚度基本保持不变 .
3）综合分析计入线外啮合冲击时刚度产生突

变，刚度会随着时间变化呈现由高到低的变化规律 .
随着负载递增，刚度产生硬化，冲击效应增强，齿轮

单齿啮合时间因实际重合度增大而减小 .刚度的变

化会进一步引起齿轮产生振动与噪声，上述研究结

果为齿轮系统动力学响应精准分析提供了基础 .
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