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滑翔制导炮弹多阶段全弹道不确定性传播方法

赵童伸１ꎬ陈　 琦１∗ꎬ宋党帅２ꎬ尹秋霖１

(１.南京理工大学 能源与动力工程学院ꎬ江苏 南京 ２１００９４ꎻ２.西北工业大学 无人系统技术研究院ꎬ陕西 西安 ７１００７２)

摘要:滑翔制导炮弹受有限的弹体空间和较小的控制舵面的影响ꎬ具有升阻比小、机动能力有限、抗干扰能力弱的

特点ꎬ致使其对外部诸多复杂的不确定扰动因素较为敏感ꎮ 为揭示不确定性在滑翔弹随机动力学系统中的传播机

理ꎬ研究滑翔弹多阶段全弹道对各类随机不确定性因素的敏感性ꎬ建立了一种可以合理描述系统模型不确定性、初
始状态不确定性、气动参数不确定性和气象不确定性的多维动力学模型ꎬ采用拉丁超立方采样策略ꎬ设计了一种基

于非干涉多项式混沌展开和随机响应面法相结合的不确定性量化传播算法ꎬ并以滑翔弹全弹道不确定性量化传播

问题为例进行仿真ꎬ并将仿真结果与蒙特卡洛仿真法的仿真结果进行对比分析ꎮ 仿真结果表明:相较于助推火箭

平均推力和大气密度参数的不确定性ꎬ滑翔弹全弹道以及落点精度对气动力参数的不确定性更为敏感ꎻ与蒙特卡

洛仿真法相比ꎬ该算法可在保证精度的同时ꎬ大幅度提高了计算效率ꎬ有效突破了高维不确定性传播分析所面临的

大规模计算问题ꎮ
关键词:滑翔制导炮弹ꎻ不确定性因素ꎻ全弹道ꎻ多项式混沌展开ꎻ不确定性量化分析
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　 　 滑翔制导炮弹作为一种精确制导武器ꎬ兼具战

术导弹和普通炮弹的优点ꎬ备受国内外学者的广泛

关注[１－３]ꎮ 但苛刻的身管发射环境、有限的弹体空

间、较小的控制舵面以及有控弹道段的无动力飞行

导致滑翔弹具有升阻比小、机动能力有限、抗干扰能

力弱、对外部扰动因素较为敏感的特点ꎮ 因此ꎬ滑翔

制导炮弹方案弹道设计的合理性显得尤为重要[４]ꎮ
现有对弹道规划的研究大多围绕着确定性系统[５]

和单阶段弹道[６]展开ꎬ对实际飞行中的不确定性考虑

较少ꎬ这将造成滑翔弹沿方案弹道飞行时产生较大的

过程和终端偏差ꎬ影响飞行的可靠性和命中精度[７]ꎮ
为研究随机不确定性对实际飞行弹道的影响ꎬ部分学

者重点聚焦不确定性量化传播技术和分析方法ꎬ为弹

道规划提供了新思路和新方法[４ꎬ７－９]ꎮ
典型的不确定性量化传播分析方法有蒙特卡罗

仿真法(Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎꎬＭＣＳ) [１０]、线性协方

差分析法( ｌｉｎｅａｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃｏｖａｒｉａｎｃｅꎬＬＡＣ) [４ꎬ８ꎬ１１]

和混沌多项式展开法( ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｃｈａｏｓ ｅｘｐａｎｓｉｏｎꎬ
ＰＣＥ) [７ꎬ９ꎬ１２]等ꎮ ＭＣＳ 是通过对不确定性参数进行

随机采样的方式来估算系统响应的不确定性量ꎬ该
方法计算效率较低ꎬ且需要大量的样本点才能得到

高精度的计算结果ꎬ通常用于检验其它方法的准确

性[１３]ꎮ ＬＡＣ 是将非线性系统近似为线性系统ꎬ得到

系统随机量的均值和协方差传播方程ꎬ是一种高效

的随机系统统计特征计算方法ꎬ但该方法受限于不

确定性变量的分布形式ꎬ且当原系统非线性程度比

较高时ꎬ求解精度较低[１４]ꎮ ＰＣＥ 是基于混沌多项式

理论ꎬ将原随机变量表示为多个正交多项式加权和

的形式ꎬ在本质上相当于构建一个代理模型ꎬ不确定

性传播便在该代理模型上运行[１５]ꎮ
ＰＣＥ 主要分为两大类:侵入式 ＰＣＥ ( ｉｎｔｒｕｓｉｖｅ

ＰＣＥꎬＩＰＣＥ) 和非侵入式 ＰＣＥ ( ｎｏｎ￣ｉｎｔｒｕｓｉｖｅ ＰＣＥꎬ
ＮＩＰＣＥ) [１６]ꎮ 其中ꎬＩＰＣＥ 主要应用于动力学系统的

不确定性传播ꎬ该方法利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影法将随机

微分方程组转化为以 ＰＣＥ 系数为新状态量的高维

确定性微分方程组ꎬ通过数值积分法求解得到 ＰＣＥ
系数的变化规律ꎬ进而完成不确定性传播[７]ꎮ 该方

法虽然具有较高的计算效率ꎬ但建模过程过于繁杂ꎬ
导致通用性较差ꎮ 与之相比ꎬＮＩＰＣＥ 在进行不确定

性传播时ꎬ可将模型当作黑箱处理ꎬ仅需关注输入与

输出之间的映射关系ꎬ构建输出响应的 ＰＣＥ 代理模

型ꎬ进而完成不确定性传播ꎬ对处理非线性系统的不

确定性量化传播问题具有较好的通用性[１７－１８]ꎮ
ＰＣＥ 以较优的近似效果和计算效率ꎬ在工程实

践中得到了广泛应用ꎮ ＦＩＳＨＥＲ 等[１９] 首次采用

ＩＰＣＥ 策略将随机不确定性问题转化为高维确定性

问题ꎬ并结合配点法给出求解过程ꎮ 黄悦琛[１５]和江

秀强[２０]使用 ＰＣＥꎬ根据已知进入器初始状态和模型

参数的不确定性ꎬ研究了火星进入问题的不确定性

量化传播ꎬ求解了后续任意时刻飞行状态分布特征

的初值问题ꎮ 在弹道优化方面ꎬ 闫循良等[９] 将

ＮＩＰＣＥ 与凸优化相结合ꎬ用于解决初始状态和动力

学参数不确定性的火箭基循环飞行器上升段鲁棒轨

迹优化问题ꎮ ＷＵ 等[２１] 将稀疏网格法和 ＮＩＰＣＥ 相

结合ꎬ研究跨声速飞行器气动外形和马赫数的不确

定性对飞行灵敏度和气动特性的影响ꎬ但对飞行器

自身的不确定性考虑较少ꎬ研究对象具有局限性ꎮ
杨晓骞[２２]以高超声速飞行器为研究对象ꎬ主要考虑

气动参数摄动的不确定性ꎬ建立了基于广义多项式

混沌方法的再入轨迹鲁棒优化策略ꎬ有效降低了优

化轨迹对气动参数摄动的敏感程度ꎬ展现出较强的

鲁棒稳定性ꎮ
以上弹道不确定性的研究均侧重于单阶段问

题ꎬ对多阶段的、不确定性维度和模型复杂度更高的

不确定性量化传播问题未深入研究ꎮ 因此ꎬ本文针

对滑翔制导炮弹多阶段全弹道不确定性量化传播问

题展开研究ꎮ 首先结合滑翔制导炮弹动力学和运动

学模型ꎬ建立四阶段弹道模型ꎮ 采用 ＮＩＰＣＥ 和随机

响应 面 法[１９] ( ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｍｅｔｈｏｄꎬ
ＳＲＳＭ)相结合的方式ꎬ设计一种多阶段全弹道不确

０５
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定性量化传播分析的求解策略ꎬ实现对高维不确定

性问题的有效转化和快速求解ꎮ 最终ꎬ以某型滑翔

弹为例进行仿真ꎬ通过与传统 ＭＣＳ 对比ꎬ验证本文

所述方法的有效性和可靠性ꎬ并分析启控点的散布

对气动参数不确定性的敏感性ꎮ

１　 动力学基本模型

１.１　 滑翔制导炮弹运动学模型

滑翔制导炮弹在空间中的运动一般看成可控制

的变质量系统的运动ꎮ 忽略弹体的转动惯量和地球

自转ꎬ假设系统处于瞬时平衡状态ꎬ即所受到的合外

力矩为零ꎬ控制系统较理想工作时ꎬ滑翔弹的动力学

方程可简化为[２３]

ｄｖ
ｄｔ

＝
Ｆｐｃｏｓαｃｏｓβ－Ｆｘ－ｍｇｓｉｎθ

ｍ
ｄθ
ｄｔ

＝
Ｆｐｓｉｎα＋Ｆｙ－ｍｇｃｏｓθ

ｍｖ
ｄψｖ

ｄｔ
＝
Ｆｐｃｏｓαｓｉｎβ－Ｆｚ

ｍｖｃｏｓθ
ｄｘ
ｄｔ

＝ ｖｃｏｓθｃｏｓψｖ

ｄｙ
ｄｔ

＝ ｖｓｉｎθ

ｄｚ
ｄｔ

＝ －ｖｃｏｓθｓｉｎψｖ

ｄｍ
ｄｔ

＝ －ｍ̇ｃ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(１)

式中:ｖ 为弹体飞行速度ꎬＦｐ 为火箭发动机平均推

力ꎬｍ 为滑翔弹的质量ꎬｇ 为重力加速度ꎬθ 为弹道倾

角ꎬψｖ 为弹道偏角ꎬＦｘ 为气动阻力ꎬＦｙ 为气动升力ꎬ
Ｆｚ 为气动侧向力ꎬｘ、ｙ、ｚ 为制导炮弹在地面坐标系

中的位置ꎮ α 为平衡攻角ꎬβ 为平衡侧滑角ꎬｍ̇ｃ 为炮

弹单位时间内质量消耗量ꎬ其值由助推火箭性能

决定[２４]ꎮ
该模型的状态向量可表示为 ｘ ＝ ( ｖ　 θ　 ψｖ 　 ｘ

　 ｙ　 ｚ) Ｔꎬ控制向量可表示为 ｕ ＝ (α　 β) Ｔꎮ 滑翔弹

气动阻力、气动升力和气动侧向力的表达式为[２５]

Ｆｘ ＝
１
２
ρｖ２ＳＣ０

ｘ[１＋ｋｃ(α２＋β２)]

Ｆｙ ＝
１
２
ρｖ２ＳＣα

ｙα

Ｆｚ ＝
１
２
ρｖ２ＳＣβ

ｚ β

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(２)

式中:ρ 为大气密度ꎬＳ 为参考面积ꎬｋｃ 为诱导系数ꎬ
Ｃ０

ｘ 为零升阻力系数ꎬＣα
ｙ 为升力系数导数ꎬＣβ

ｚ 为侧向

力系数导数ꎬ其值可由风洞试验数据插值得到[２６]ꎮ
设系统模型参数向量为 ｗ＝(Ｆｐ 　 ρ　 Ｃ０

ｘ 　 Ｃα
ｙ 　

Ｃβ
ｚ ) Ｔꎬ则方程(１)在状态空间中可表示为

ｘ̇＝ ｆｔ( ｔꎬｘꎬｗꎬｕ) (３)
式中:ｆｔ 为方程(１)的右端项ꎻ ｔ∈[ ｔ０ꎬ ｔｅ]为时间变

量ꎬｔ０ 为起始时刻ꎬｔｅ 为结束时刻ꎮ
１.２　 四段式弹道模型

如图 １ 所示ꎬ滑翔制导炮弹飞行弹道可分为 ４
个阶段ꎬ即 ｎ＝ １、２、３、４ 分别为起飞段、助推段、爬升

段和滑翔段ꎮ

图 １　 滑翔弹方案弹道全弹道示意图

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｇｌｉｄｉｎｇ ｇｕｉｄｅｄ
ｐｒｏｊｅｃｔｉｌｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ

设各段起始时刻为 ｔｎ０ꎬ各段的结束时刻为 ｔｎｅꎬ本
文对弹道各阶段定义如下:

①起飞段:初始于发射位置ꎬ止于助推火箭点火

位置ꎮ 助推火箭需在炮弹出炮筒一段时间后点火ꎬ
该段弹道时间区间为[ ｔ１０ꎬｔ１ｅ]ꎮ

②助推段:始于助推火箭点火位置ꎬ止于关火位

置ꎮ 助推持续时间为定值ꎬ时间区间为[ ｔ２０ꎬｔ２ｅ]ꎮ
③爬升段:始于助推火箭关闭位置ꎬ止于滑翔启

控点ꎮ 在炮弹实际飞行环境中ꎬ由于随机扰动的存

在ꎬ在火箭助推后弹体需要一定的时间恢复自身平

衡ꎬ爬升时间区间为[ ｔ３０ꎬｔ３ｅ]
④滑翔段:始于滑翔段启控点ꎬ直到落地结束ꎬ

其时间区间为[ ｔ４０ꎬｔ４ｅ]ꎮ
１.３　 条件约束

１.３.１　 过程约束

滑翔制导炮弹所处飞行阶段不同时ꎬ飞行特征和

过程约束也不同ꎮ 助推火箭只在助推段工作ꎬ在其他

３ 个阶段均不工作ꎬ炮弹在前 ３ 阶段均无控制量ꎮ 综上

１５



弹 道 学 报 第 ３７ 卷

所述ꎬ滑翔制导炮弹过程约束定义如下:
①起飞段和爬升段约束为 Ｆｐ ＝ ０ꎬｍ̇ｃ ＝ ０ꎬα ＝ ０ꎬ

β＝ ０ꎮ
②助推段约束为 Ｆｐ ＝ ＦＴꎬｍ̇ｃ ＝ｍｐ / ｔｗꎬα ＝ ０ꎬβ ＝

０ꎮ 其中ꎬＦＴ 为火箭发动机推力均值ꎬｍｐ 为装药量ꎬ
ｔｗ 为助推火箭工作时长ꎮ

③滑翔段约束为 Ｆｐ ＝ ０ꎬ ｍ̇ｃ ＝ ０ꎬ ｜ α ｜ ≤ αｍａｘꎬ
｜ β ｜≤βｍａｘꎮ 其中ꎬαｍａｘ、βｍａｘ分别为所允许的最大平

衡攻角、侧滑角幅值ꎮ
１.３.２　 连续约束

研究滑翔弹多阶段全弹道需要考虑它在飞行过

程中状态变量和飞行时间的连续ꎬ即: ｔｎｅ ＝ ｔｎ＋１０ ꎬｘｎ
ｅ ＝

ｘｎ＋１
０ (ｎ＝ １、２、３)ꎮ

２　 不确定性建模与问题转化

滑翔弹在实际飞行过程中会受到各类随机因素

的干扰ꎬ将其全部纳入考虑并不现实ꎮ 因此ꎬ本文注

重分析并研究以下几种具有代表性的不确定性因

素:滑翔制导炮弹动力学模型不确定性、初始状态不

确定性、气动参数不确定性和气象不确定性ꎮ
滑翔弹真实飞行环境中的随机干扰致使气动力

产生随机增量ꎬ这些随机力主要影响式(１)的前 ３
项ꎬ进而对动力学模型产生影响ꎮ 考虑到弹体的加

工误差和弹道飞行环境的不同ꎬ实际飞行中的气动

力参数与参考值必然存在差异ꎬ但其随马赫数的变

化规律是一致的ꎮ 真实气象与标准气象的主要差异

在于风场、气温和大气密度的偏差ꎬ其中风场对弹道

计算的影响可视为未建模的随机力ꎬ因此可将其归结

到系统模型不确定性ꎻ气温主要影响滑翔弹的飞行马

赫数ꎬ马赫数的变化致使气动参数发生变化ꎬ因此可

将气温偏差归结到气动参数的不确定性ꎮ 综上所述ꎬ
本文气象不确定性总结为大气密度的不确定性ꎮ

假设上述不确定性因素之间互不相关ꎬ依据

４ 种不确定性的性质不同ꎬ可将其归为状态参数不

确定性和模型参数不确定性两大类进行分析ꎮ
２.１　 不确定性建模

全弹道状态参数不确定性可描述为六维初始飞

行状态的不确定性ꎬ具体包括飞行速度、弹道倾角、弹
道偏角、炮弹三维空间内的质心位置ꎮ 模型参数的不

确定性可描述为五维不确定性向量ꎬ包括助推火箭平

均推力、大气密度、阻力系数、升力系数和侧向力系

数ꎮ 对上述不确定性进行建模ꎬ将不确定条件下的实

际状态参数设为􀭹ｘꎬ模型参数设为􀭾ｗꎬ则有:

􀭹ｘ＝􀭵ｘ０＋Δｘ０ ＝􀭵ｘ０＋􀭵ｘ０ 􀳱Ｎｘ 􀳱σｘ

􀭾ｗ＝􀭺ｗ＋Δｗ＝􀭺ｗ＋􀭺ｗ 􀳱Ｎｗ 􀳱σｗ
{ (４)

式中:􀭵ｘ０ 为标称状态参数ꎬ􀭺ｗ 为模型参数标称值ꎬ
Δｘ０ 和 Δｗ 相应的不确定性向量ꎬ 算子 “ 􀳱 ” 为

Ｈａｄａｍａｒｄ 积ꎬσｘ 和 σｗ 分别为状态参数和模型参数

相对标称值的偏离程度ꎬＮｘ 和 Ｎｗ 为服从一定分布

类型的随机数ꎮ
实际状态参数 􀭹ｘ 和模型参数 􀭾ｗ 可表示为

􀭹ｘ＝(􀭴ｖ　 􀭴θ　 􀭹ψｖ 　 􀭴ｘ　 􀭴ｙ　 􀭴ｚ) Ｔ

􀭾ｗ＝(􀭹Ｆｐ 　 􀭴ρ　 􀭹Ｃ０
ｘ 　 􀭹Ｃα

ｙ 　 􀭹Ｃβ
ｚ ) Ｔ{ (５)

􀭵ｘ０、􀭺ｗ 和 Δｘ０、Δｗ 可表示为

􀭵ｘ０ ＝(ｖ０ 　 θ０ 　 ψｖ０ 　 ｘ０ 　 ｙ０ 　 ｚ０) Ｔ

􀭺ｗ＝(Ｆｐ 　 ρ　 Ｃ０
ｘ 　 Ｃα

ｙ 　 Ｃβ
ｚ ) Ｔ{ (６)

　
Δｘ０ ＝(Δｖ０ 　 Δθ０ 　 Δψｖ０ 　 Δｘ０ 　 Δｙ０ 　 Δｚ０) Ｔ

Δｗ＝(ΔＦｐ 　 Δρ　 ΔＣ０
ｘ 　 ΔＣα

ｙ 　 ΔＣβ
ｚ ) Ｔ{ (７)

本文以状态参数和模型参数的 ３σ 与相对应参

数标称值的比值定义各参数相对标称值的偏离程度ꎬ
σ为各参数对应的标准差ꎬ则 σｘ 和 σｗ 可表示为:

σｘ ＝(σｖ 　 σθ 　 σψ 　 σｘ 　 σｙ 　 σｚ) Ｔ

σｗ ＝(σＦｐ
　 σρ 　 σｃｘ 　 σｃｙ 　 σｃｚ) Ｔ{ (８)

由文献[２７]可知ꎬ真实大气密度偏离标称值的

统计特征与海拔高度 ｙ 有关ꎬ其标准差在不同海拔

高度下与标准大气密度的关系可近似为

σρ ＝ ０.００３ ５１７ｅｘｐ ｙ
２６ ６２９.７７

æ

è
ç

ö

ø
÷ (９)

则参数偏离标称值的 ３σ 置信区间如下文表 ４
所示ꎮ 假设 Ｎｘ 和 Ｎｗ 中的每一个元素均为均值为

０ꎬ方差为 １ 的随机数ꎬ其值可表示为

Ｎｘ ＝(Ｎｖ 　 Ｎθ 　 Ｎψ 　 Ｎｘ 　 Ｎｙ 　 Ｎｚ) Ｔ

Ｎｗ ＝(ＮＦｐ
　 Ｎρ 　 Ｎｃｘ 　 Ｎｃｙ 　 Ｎｃｚ) Ｔ{ (１０)

令 Ｎ＝(ＮＴ
ｘ 　 ＮＴ

ｗ) Ｔ 表示方程(３)状态参数和模

型参数的随机不确定性变量ꎬ则方程(３)可表示为

一组随机常微分方程组:

􀭹ｘ
􀅰
＝ ｆｔ( ｔꎬ􀭹ｘꎬ􀭾ｗꎬｕꎬＮ) (１１)

２.２　 问题转化与系数求解

问题转化的核心在于滑翔弹不确定性动力学模

型的转化和样本点的选取ꎮ 本文构建了 ＮＩＰＣＥ￣
ＳＲＳＭ 模型不确定性量化传播模型ꎬ将式(１１)转化

为以 ＰＣＥ 系数为状态的高维确定性系统ꎬ采用拉丁

超立方抽样(Ｌａｔｉｎ ｈｙｐｅｒｃｕｂｅ ｓａｍｐｌｉｎｇꎬＬＨＳ)策略选

取样本点[２８]ꎬ使用最小二乘法估算 ＰＣＥ 系数ꎮ

２５
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根据广义多项式混沌展开理论ꎬ方程(１１)的解
􀭹ｘ( ｔꎬＮ)可近似为多项式形式:

􀭹ｘ( ｔꎬＮ)≈ｘ^( ｔꎬＮ)＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝ ０

􀭹ｘｉ( ｔ)Φｉ(Ｎ) (１２)

式中:Φｉ (Ｎ) 为多维随机变量构成的多项式基ꎬ
􀭹ｘｉ( ｔ)是 Φｉ(Ｎ)的系数向量ꎬｉ 是 Φｉ(Ｎ)的阶数ꎬＮ 是

ｄ 维的标准随机变量ꎬＭ 为混沌多项式最大展开

阶数ꎮ
ＰＣＥ 系数 Ｑ ＝Ｍ＋１ꎬ它随着 ＰＣＥ 模型的阶数 ｉ

和随机变量 Ｎ 的维数 ｄ 的增长而增加ꎬ具体函数关

系为

Ｑ＝Ｍ＋１＝(ｄ＋Ｍ)!
ｄ! Ｍ!

(１３)

根据 Ａｓｋｅｙ 法则ꎬ不同分布类型的随机变量对

应着不同的多项式基[２９]ꎬ具体对应形式如表 １
所示ꎮ

设样本点选取个数为 Ｈꎬ在标准随机空间中选

取两倍未知混沌多项式系数个数的样本(即 Ｈ ＝
２Ｑ)可以保证求解精度[１６]ꎮ 将选取的 Ｈ 个样本点

从标准随机 Ｎ 空间变换到原随机 ｘ 空间:
ｘＳ
ｊｈ ＝Ｔｈ(ＮＳ

ｊｈ) (１４)
式中:上标“Ｓ”表示所标示的量为样本点ꎬ下标 ｊꎬｈ
表示第 ｊ 个样本点中的第 ｈ 维样本点ꎬＴｈ 为转换过

程ꎬ对于正态分布类型的随机数ꎬ变换过程为

Ｔｈ(ＮＳ
ｊ１)＝ μｘｈ

＋σｘｈＮ
Ｓ
ｊｈ (１５)

式中:μｘｈ和 σｘｈ分别为第 ｈ 维随机输入变量 ｘｈ 的均

值和方差ꎮ 在样本点 ｘＳ 上调用真实响应模型ꎬ可得

各样本点处真实响应值ꎮ
综合考虑计算效率和精度、问题的强非线性ꎬ本

文设置 ＰＣＥ 阶数 ｉ＝ ２ꎮ 由上文可知ꎬ不确定性维度

ｄ＝ １１ꎬ则系统每个状态量的 ＰＣＥ 系数个数为 Ｑ ＝
９１ꎬ总个数为 Ｑｘ ＝ ６Ｑ＝ ５４６ꎻ模型参数的 ＰＣＥ 系数个

数为 Ｑｗ ＝ ５Ｑ ＝ ４５５ꎮ 则用于回归的抽样点个数为

Ｈ＝ ２Ｑ＝ １８２ꎮ
综上ꎬ式(１５)在随机系统中可转化为确定性动

力学系统:

Ψｘ
􀭹ｘ
􀅰

ＰＣＥ ＝Ｆ( ｔꎬ􀭹ｘＰＣＥꎬｕꎬ􀭾ｗＰＣＥ) (１６)
式中:􀭹ｘＰＣＥ∈Ｒ５４６×１为状态变量的 ＰＣＥ 系数ꎬｕ∈Ｒ２×１

为控制量ꎬ􀭹ｕＰＣＥ ∈Ｒ４５５×１ 为模型参数的 ＰＣＥ 系数ꎮ
Ｆ∈Ｒ１ ０９２×１为 Ｈ 个样本点代入原六维系统中的真实

响应值ꎮ Ψｘ∈Ｒ１ ０９２×５４６为转化后确定性动力学系统

的传递矩阵ꎮ
设 Ω ( Ｎ ｊ ) ＝ (Φ０ ( Ｎ ｊ ) 　 Φ１ ( Ｎ ｊ ) 　 􀆺 　

ΦＭ(Ｎ ｊ))ꎬ( ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＨ)ꎬ定义

Θ(Ｎ ｊ)＝ Ｉ６⊗Ω(Ｎ ｊ) (１７)
式中:Θ(Ｎ ｊ)∈Ｒ６×５４６ꎬ⊗符号表示克罗内克乘积ꎬ则
Ψｘ ＝(Θ(Ｎ１) Ｔ 　 Θ(Ｎ２) Ｔ 　 􀆺　 Θ(ＮＨ) Ｔ) Ｔꎮ

对于(１７)所示的超定方程组ꎬ可通过线性最小

二次回归进行求解ꎬ即:

Ｊ(􀭹ｘＰＣＥ)＝ ∑
Ｈ

ｊ ＝ １
ε ２

ｊ ＝ ∑
Ｈ

ｊ ＝ １
[Ｆ － ∑

Ｍ

ｉ ＝ ０

􀭹ｘＰＣＥΦｉ(ＮＳ
ｊ )] ２

(１８)
式中:ε ｊ 为第 ｊ 个样本点的残差ꎮ 根据残差平方和

最小原则ꎬ可得:
􀭹ｘＰＣＥ ＝ＬＦ( ｔꎬ􀭹ｘＰＣＥꎬｕꎬ􀭾ｗＰＣＥ)

Ｌ＝(ΨＴ
ｘΨｘ)

－１ΨＴ
ｘ

{ (１９)

式中:Ｌ∈Ｒ５４６×１ ０９２为系数回归矩阵ꎬ采用四阶龙格库

塔法对上式进行求解ꎬ即可获得全部 ＰＣＥ 系数随时

间 ｔ 的变化规律ꎮ

表 １　 不同分布类型和正交多项式之间的对应关系

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｅｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｔｙｐｅｓ ａｎｄ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ

分布类型 概率密度函数 正交多项式 权函数 变量范围

正态
１
２π

ｅ
－ｘ２
２ Ｈｅｒｍｉｔｅ Ｈｎ(ｘ) ｅ

－ｘ２
２ [－∞ ꎬ＋∞ ]

指数 ｅ－ｘ Ｌａｇｕｅｒｒｅ Ｌｎ(ｘ) ｅ－ｘ [０ꎬ＋∞ ]

均匀
１
２

Ｌａｇｕｅｒｒｅ Ｐｎ(ｘ) １ [－１ꎬ１]

Ｂｅｔａ
ｅ－ｘ(１－ｘ) α(１＋ｘ) β

２α＋β＋１Ｂ(α＋１ꎬβ＋１)
Ｊａｃｏｂｉ Ｐ(αꎬβ)

ｎ (ｘ) (１－ｘ) α(１＋ｘ) β [－１ꎬ１]

２.３　 计算统计矩

ＰＣＥ 系数求出后ꎬ可直接在 ＰＣＥ 代理模型上运

行 ＭＣＳꎬ得到输出响应的概率特征ꎬ如期望、方差

等ꎬ进而可以得到原动力学系统中各状态量的统计

规律ꎮ 期望和方差的解析式为

μ􀭹ｘ ＝Ｅ( ｘ^)＝ ｂ０ (２０)

３５
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σ２
􀭹ｘ ＝Ｅ(􀭹ｘ２)－Ｅ( ｘ^) ２ ＝ Ｅ ∑

Ｍ

ｉ ＝ ０

􀭹ｘＰＣＥΦｉ(Ｎ ｊ)( )
２

[ ] － ｂ２
０ ＝

∑
Ｍ

ｉ ＝ １

􀭹ｘ２
ＰＣＥＥ[Φ２

ｉ(Ｎ ｊ)] (２１)

式中:Ｅ 为求解期望的运算符ꎮ

３　 仿真与分析

３.１　 仿真参数设置

本文以某型滑翔制导炮弹为例进行仿真分析ꎬ
仿真工况为攻角 α ＝ ５°ꎬ侧滑角 β ＝ －０.２°ꎬ助推火箭

装药量为 ７.２３ ｋｇꎮ 初始状态均值和模型参数如表 ２
和表 ３ 所示ꎬ各阶段持续时长的上下界表 ４ 所示ꎬ初
始状态参数偏离标称值的 ３σ 置信区间ꎬ σｘ ＝
(０.０２２ ５　 ０.０６７　 ０.０６　 ０.０５　 ０.０５　 ０.０５) Ｔꎬ模型

参数偏离标称值的 ３σ 置信区间 σｐ ＝ (０.０２６　 σρ 　
０.０５　 ０.０５　 ０.０５) Ｔꎮ 此外ꎬ本文所有仿真过程均在

搭载了 ＡＭＤ Ｒｙｚｅｎ ５ ４６００Ｕ ２.１ ＧＨｚ 处理器的个人

电脑上完成ꎬ所使用的仿真环境为 Ｗｉｎｄｏｗ １０ 系统

下的数学处理工具ꎮ
表 ２　 初始状态基本参数

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｂａｓｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｉｎｉｔｉａｌ ｓｔａｔｅ

ｖ０ / (ｍ􀅰ｓ－１) θ０ / (°) ψｖ / (°) ｘ０ / ｍ ｙ０ / ｍ ｚ０ / ｍ ｍ０ / ｋｇ

８００ ４５ ０.５ ０ ０ ０ ５１.７３

表 ３　 弹体模型参数

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｐｒｏｊｅｃｔｉｌｅ ｍｏｄｅｌ

Ｆｐ / Ｎ Ｓ / ｍ２ ｋｃ ｍ̇ｃ / (ｋｇ􀅰ｓ－１)

１ ２１９.２０ ０.０１３ ３ ３５ ０.５１３ ９

表 ４　 各阶段持续时长的上下界

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｕｐｐｅｒ ａｎｄ ｌｏｗｅｒ ｂｏｕｎｄｓ ｏｎ
ｔｈｅ ｄｕｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｅａｃｈ ｓｔａｇｅ

边界 ｔｎ０ / ｓ ｔｎｅ / ｓ

ｎ＝ １ ０ ５

ｎ＝ ２ ５ １９.０６８

ｎ＝ ３ １９.０６８ ４９.０６８

ｎ＝ ４ ４９.０６８ １７３

３.２　 仿真结果分析

为验证 ＰＣＥ￣ＳＲＳＭ 算法的有效性ꎬ本文对正态

分布类型的随机不确定性进行量化分析ꎮ 以考虑不

确定性的 １０ ０００ 次 ＭＣＳ 仿真结果为基准ꎬ验证

ＰＣＥ￣ＳＲＳＭ 仿真结果ꎬ如图 ２ 和图 ３ 所示ꎮ 由图可

知ꎬ基于 ＰＣＥ￣ＳＲＳＭ 所得不确定性量化传播结果与

ＭＣＳ 所得结果具有很好的吻合度ꎬ证明了 ＰＣＥ￣
ＳＲＳＭ 的有效性ꎮ

图 ２　 正态分布类型状态均值

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｍｅａｎ ｏｆ ｎｏｒｍａｌｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｔｙｐｅ ｓｔａｔｅｓ

４５
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图 ３　 正态分布类型状态标准差

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｎｏｒｍａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｔｙｐｅ ｓｔａｔｅ ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

　 　 表 ５ 给出了两种仿真方法的时间计算成本ꎬ通
过对比可以发现ꎬＰＣＥ￣ＳＲＳＭ 的仿真时间仅为 ＭＣＳ
仿真时间的 ３.４８％ꎬ克服了 ＭＣＳ 收敛慢的问题ꎬ具
有更高的计算效率ꎮ

表 ５　 仿真时间成本对比

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｃｏｓｔ ｏｆ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅ ｄｕｒａｔｉｏｎｓ

仿真方法 仿真时间 / ｓ

ＭＣＳ ４ ５１３.６６８

ＰＣＥ￣ＳＲＳＭ １５７.０９６

　 　 图 ４ 和图 ５ 展示了 ＰＣＥ￣ＳＲＳＭ 与 ＭＣＳ 在滑翔

弹射程、侧偏上均值及标准差的相对偏差ꎮ 图 ６ 和

图 ７ 则给出了相对误差的百分比ꎮ 通过分析可知ꎬ
与 ＭＣＳ 相比ꎬＰＣＥ￣ＳＲＳＭ 的射程均值相对偏差在

１２ ｍ 以内ꎬ相对误差不超过 ０.０６％ꎻ侧偏均值相对

偏差在 ２ ｍ 以内ꎬ侧偏在 －７.８ ｍ 到 ８.５ ｍ 范围内

时ꎬ相对误差在 １０.５％到 ５６％之间ꎬ其他侧偏范围内

的相对误差小于 １０.５％ꎻ标准差相对偏差均在可接

受范围内ꎮ
由此可见ꎬＰＣＥ￣ＳＲＳＭ 在进行滑翔弹不确定性

量化传播时ꎬ即使使用较少样本ꎬ仍能达到与 ＭＣＳ
相当的计算精度ꎬ体现了 ＰＣＥ￣ＳＲＳＭ 在处理高维不

确定性系统时的准确性和可靠性ꎬ表现出比 ＭＣＳ 更

显著的优势ꎮ 综上所述ꎬ本文算法可替代 ＭＣＳ 进行

滑翔制导炮弹全弹道不确定性量化传播ꎬ具有较好

的应用价值ꎮ

图 ４　 ＰＣＥ￣ＳＲＳＭ 与 ＭＣＳ 均值相对偏差

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅａｎ ｏｆ
ＰＣＥ￣ＳＲＳＭ ｗｉｔｈ ＭＣＳ

图 ５　 ＰＣＥ￣ＳＲＳＭ 与 ＭＣＳ 标准差相对偏差

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｏｆ
ＰＣＥ￣ＳＲＳＭ ｗｉｔｈ ＭＣＳ

５５
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图 ６　 ＰＣＥ￣ＳＲＳＭ 与 ＭＣＳ 射程相对误差

Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｒａｎｇｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ＰＣＥ￣ＳＲＳＭ ｗｉｔｈ ＭＣＳ

图 ７　 ＰＣＥ￣ＳＲＳＭ 与 ＭＣＳ 侧偏相对误差

Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｓｉｄｅ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｏｆ
ＰＣＥ￣ＳＲＳＭ ｗｉｔｈ ＭＣＳ

３.３　 不确定性传播分析

滑翔制导炮弹启控点的正确选择对滑翔段的精

确制导具有重要意义ꎬ而探究不确定性对启控点散

布的影响有助于启控点的正确选择ꎮ
本节根据 ＰＣＥ￣ＳＲＳＭ 和 ＭＣＳ 得到的高度与侧

偏的均值和协方差信息、射程与侧偏的均值和协方

差信息ꎬ构建 ３σ 概率椭圆来描述启控点位置的不

确定性ꎬ结果如图 ８ 所示ꎮ 通过对比目标启控点与

理论 ３σ 椭圆曲线可以发现ꎬ两种方法的 ３σ 椭圆曲

线符合较好ꎬ进一步验证了 ＰＣＥ￣ＳＲＳＭ 的准确性ꎬ
同时也说明了本文所考虑不确定性的合理性ꎮ

为探究不确定性对启控点散布的影响ꎬ以 ＰＣＥ￣
ＳＲＳＭ 的启控点 ３σ 椭圆为基准(工况 １)ꎬ改变模型

参数不确定性的正态分布范围ꎬ其中ꎬ工况 ２ 为改变

推力、密度参数不确定性的分布范围ꎬ工况 ３ 为改变

气动力参数不确定性的分布范围ꎬ基本参数如表 ６
所示ꎮ 两种方法的启控点 ３σ 椭圆如图 ９ 和图 １０
所示ꎮ

图 ８　 ＰＣＥ￣ＳＲＳＭ 与 ＭＣＳ 启控点位置 ３σ椭圆

Ｆｉｇ􀆰 ８　 Ｓｔａｒｔ ｐｏｉｎｔ ３σ ｅｌｌｉｐｓｅ ｏｆ ＰＣＥ￣ＳＲＳＭ
ａｎｄ ＭＣＳ

表 ６　 不同工况下的仿真参数

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｏｐｅｒａｔｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

方法及分布
ＰＣＥ￣ＳＲＳＭ

推力、密度参数 气动力参数

工况 １ (０ꎬ１) (０ꎬ１)

工况 ２ (０ꎬ３) (０ꎬ１)

工况 ３ (０ꎬ１) (０ꎬ３)

　 　 由图 ９ 可知ꎬ当改变助推火箭平均推力、密度参

数不确定性的正态分布范围后ꎬ工况 ２ 的射程与侧

偏 ３σ 椭圆以及高度与侧偏 ３σ 椭圆与工况 １ 相比

并不重合ꎬ且分布范围变大ꎮ 这表明与工况 １ 相比ꎬ
工况 ２ 下的各启控点与目标启控点的误差增大ꎮ 由

图 １０ 显示ꎬ当改变气动力参数不确定性的正态分

布范围后ꎬ工况 ３ 下各启控点与目标启控点的误差

增大ꎬ并且其 ３σ 椭圆分布范围大于工况 ２ꎮ 由此可

知ꎬ在相同条件下ꎬ推力、密度参数的不确定性对启

控点散布的影响较气动力参数的不确定性弱ꎬ即在

一定条件下ꎬ启控点散布的不确定性对气动力参数

更为敏感ꎮ

６５
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图 ９　 工况 １ 与工况 ２ 启控点位置 ３σ椭圆对比

Ｆｉｇ􀆰 ９　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔａｒｔｉｎｇ
ｐｏｉｎｔ ３σ ｅｌｌｉｐｓｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｃａｓｅ １ ａｎｄ ｃａｓｅ ２

图 １０　 工况 １ 与工况 ３ 启控点位置 ３σ椭圆对比

Ｆｉｇ􀆰 １０　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔａｒｔｉｎｇ
ｐｏｉｎｔ ３σ ｅｌｌｉｐｓｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｃａｓｅ １ ａｎｄ ｃａｓｅ ３

为探讨模型参数的不确定性对落点精度的影

响ꎬ分别对表格 ７ 中 ３ 种工况下的落点精度进行分

析ꎮ 以标称弹道的射程和侧偏为基准ꎬ分析在改变

模型参数分布范围后的 ３ 种工况下终点位置 ３σ 误

差椭圆对比曲线ꎬ结果如图 １１ 和图 １２ 所示ꎮ

图 １１　 工况 １ 与工况 ２ 落点位置 ３σ椭圆对比

Ｆｉｇ􀆰 １１　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｌａｎｄｉｎｇ
ｐｏｉｎｔｓ ３σ ｅｌｌｉｐｓｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｃａｓｅ １ ａｎｄ ｃａｓｅ ２

图 １２　 工况 １ 与工况 ３ 落点位置 ３σ椭圆对比

Ｆｉｇ􀆰 １０　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｌａｎｄｉｎｇ
ｐｏｉｎｔｓ ３σ ｅｌｌｉｐｓｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｃａｓｅ １ ａｎｄ ｃａｓｅ ３

通过对比可以发现ꎬ当改变推力、密度的不确定

性分布范围后ꎬ落点分别范围随之发生变化ꎬ工况 １
与工况 ２ 的落点 ３σ 误差椭圆存在一定偏差ꎮ 这是

因为大气密度分布范围的变化影响着全阶段弹道的

运动状态ꎬ助推火箭平均推力的分布范围影响着滑

翔弹第二阶段的运动状态ꎬ进而对落点精度产生一

定的影响ꎮ 由此可以看出ꎬ与单阶段弹道不确定性

传播相比ꎬ多阶段的不确定性传播不仅需要考虑各

阶段特有变量的不确定性ꎬ还需要考虑对全阶段弹

道均有影响的不确定性量ꎮ 在滑翔弹单阶段弹道不

确定性传播规律的研究中ꎬ在一定程度上忽略了滑

翔弹各阶段之间的关联性ꎬ不利于全弹道的规划和

对落点精度的研究ꎮ
由图 １２ 可知ꎬ气动力参数的不确定性分布范围

发生变化后ꎬ工况 １ 与工况 ３ 的落点位置 ３σ 椭圆差

７５
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异较大ꎮ 对比图 １１ 和图 １２ 可知ꎬ在一定条件下ꎬ气
动力参数的不确定性对落点精度的影响更大ꎮ 对比

图 １２ 与图 １０(ａ)ꎬ３σ 椭圆变化趋势并不相同ꎬ这是

因为从启控点位置进入滑翔段后引入了控制量ꎬ这
对滑翔段气动阻力、气动升力和气动侧向力具有一

定的影响ꎬ进而影响落点精度ꎮ 因此ꎬ在多阶段过程

中ꎬ不确定性不仅在每个阶段内传播ꎬ还在阶段间传

递ꎮ 每个阶段可能有不同的动力学特性ꎬ不确定性

传播规律在阶段转换时会发生变化ꎮ

４　 结论

本文针对滑翔制导炮弹的全弹道不确定性量化

传播问题ꎬ建立了考虑状态参数不确定性和模型参

数不确定性的数学模型ꎬ对滑翔弹全弹道的不确定

性传播过程进行量化并分析ꎬ得到如下结论:
①ＰＣＥ￣ＳＲＳＭ 具有较好的强非线性近似能力ꎬ

可达到与 ＭＣＳ 相当的计算精度且更具较高的计算

效率ꎬ验证了 ＰＣＥ￣ＳＲＳＭ 的有效性和优越性ꎮ
②在一定条件下ꎬ启控点散布的不确定性对气

动参数的不确定性更为敏感ꎬ即气动参数的不确定

性对落点精度的影响更大ꎮ
③通过分析可知ꎬ多阶段不确定性传播中的不

确定性具有累积性ꎬ每个阶段的不确定性传播都可

能影响下一个阶段的初始条件ꎬ不确定性传播规律

在阶段转换时会发生变化ꎬ该项研究工作为后续弹

道优化的研究提供了理论基础ꎮ
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