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临界点理论在分数阶微分方程边值问题中的应用

秦锐珍,周文学,曹美丽
(兰州交通大学 数理学院,兰州730070)

摘要:用临界点理论和变分法研究Banach空间中带Sturm-Liouville边值条件的Caputo型

分数阶微分方程解的存在性.通过定义适当的分数阶导数空间,将分数阶微分方程边值问题

解的存在性转化为寻找定义在某个空间上对应泛函的临界点,得到了该边值问题存在一系列

无界的广义解.
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Abstract:Thecriticalpointtheoryandthevariationalmethodwereusedtostudytheexistenceofthe
solutionfortheCaputotypefractionaldifferentialequation withtheSturm-Liouvilleboundary
conditioninBanachspace.Bydefiningtheappropriatefractionalderivativespace,theexistenceofthe
solutiontotheboundaryvalueproblemoffractionaldifferentialequationwastransformedintofinding
thecriticalpointdefinedasthecorrespondingfunctionalinacertainspace,andaseriesofunbounded
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0 引 言

分数阶微分方程相比于整数阶微分方程,能更准确地描述并分析一些复杂的系统和现象.因此,
分数阶微分方程在物理、电化学、黏弹性、控制、多孔介质和电磁学等领域应用广泛[1-4].人们已利用

一些经典的工具得到了许多关于分数阶微分方程解的存在性结果,如不动点理论、拓扑度理论和比较

方法[5-8]等.而临界点理论是处理分数阶微分方程边值问题的有效工具[9-14],但利用临界点理论研究分

数阶边值问题解的存在性文献报道相对较少.文献[15]研究了如下分数阶微分方程边值问题:
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通过变分方法,建立了关于其解的存在性等准则.文献[16]研究了如下分数阶边值问题:
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利用非光滑临界点理论的变分方法,证明了其解的存在性和多重性.

受上述研究结果的启发,本文研究带Sturm-Liouville边值条件的不连续分数阶边值问题(BVP):
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解的存在性,其中C
0Dβ

t 和C
tDβ

T 分别表示3≤β<4阶左、右Caputo分数阶导数,a,b,c,d>0,f:ℝ→ℝ
是一个几乎处处连续函数,u(t)为单调减函数.

1 预备知识

定义1(左、右Riemann-Liouville分数阶导数)[17] 令f是定义在[a,b]上的一个函数,函数f的

左、右γ>0阶Riemann-Liouville分数阶导数分别用aDγ
tf(t)和tDγ

bf(t)表示,定义如下:

aDγ
tf(t)=d

n

dtn aDγ-n
t f(t)= 1

Γ(n-γ)
dn

dtn∫
t

a
(t-s)n-γ-1f(s)d( )s ,

tDγ
bf(t)=(-1)n d

n

dtn tDγ-n
b f(t)= 1

Γ(n-γ)
(-1)n d

n

dtn∫
b

t
(s-t)n-γ-1f(s)d( )s ,

其中t∈[a,b],n-1≤γ<n,n∈ℕ.特别地,如果0≤γ<1,则

aDγ
tf(t)=ddtaDγ-1

t f(t)= 1
Γ(1-γ)

d
dt∫

t

a
(t-s)-γf(s)d( )s ,  t∈ [a,b],

tDγ
bf(t)=-ddttDγ-1

b f(t)=- 1
Γ(1-γ)

d
dt∫

b

t
(s-t)-γf(s)d( )s ,  t∈ [a,b].

  注1 如果f∈C([a,b],ℝN),则显然f在区间[a,b]上存在γ>0阶的Riemann-Liouville分数阶

积分.另一方面,如果f∈ACn([a,b],ℝN),则在[a,b]上存在γ∈[n-1,n)阶Riemann-Liouville分数

阶导数,其中Ck([a,b],ℝN)(k=0,1,…)表示在[a,b]上有k次连续可微的映射集,AC([a,b],ℝN)
是在[a,b]上f∈Ck-1([a,b],ℝN)绝对连续的函数空间,AC(k)([a,b],ℝN)(k=0,1,…)是函数f的空

间,使得f(k-1)∈AC([a,b],ℝN).特别地,AC([a,b],ℝN)=AC1([a,b],ℝN).
定义2(左、右Caputo分数阶导数)[17] 令γ≥0且n∈ℕ.
1)如果γ∈(n-1,n)且f∈ACn([a,b],ℝN),则函数f的左、右γ阶Caputo分数阶导数分别用

C
aDγ

tf(t)和C
tDγ

bf(t)表示,且在[a,b]上几乎处处存在.CaDγ
tf(t)和C

tDγ
bf(t)分别定义为

C
aDγ

tf(t)=aDγ-n
t f(n)(t)= 1

Γ(n-γ)∫
t

a
(t-s)n-γ-1f(n)(s)d( )s ,

C
tDγ

bf(t)=(-1)ntDγ-n
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其中t∈[a,b].特别地,如果0<γ<1,则

C
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t
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C
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  2)如果γ=n-1且f∈ACn-1([a,b],ℝN),则C
aDn-1

t f(t)和C
tDn-1

b f(t)分别表示为C
aDn-1

t f(t)=

f(n-1)(t)和C
tDn-1

b f(t)=(-1)(n-1)f(n-1)(t),t∈[a,b].特别地,CaD0
tf(t)=C

tD0
bf(t)=f(t),t∈[a,b].
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2 分数阶导数空间

定义3[17] 令α∈(1/2,1],p∈[1,+∞),分数阶导数空间

Eα,p ={u:[0,T]→ ℝN:u是绝对连续的且0Dα
tu∈Lp([0,T],ℝN)}

的定义是C∞
0 ([0,T],ℝN)在Eα,p

0 范数

‖u‖α,p =∫
T

0
u(t)p + 0Dα

tu(t)pd( )t
1/p

(2)

中的闭包.
引理1[17] 令α∈(0,1],p∈(1,+∞),则空间Eα,p关于范数‖u‖α,p是一个可分自反Banach

空间.
引理2 令0<α≤1且1≤p<∞,则对任意的f∈Lp([0,T],ℝN),有

‖ξD-α
Tf‖Lp([t,T])≤

(T-t)α
Γ(α+1)

‖f‖Lp([t,T]), ξ∈ [t,T], t∈ [0,T]. (3)

  证明:如果p=1,则有

‖ξD-α
Tf‖L1([t,T])= 1

Γ(α)∫
T

t∫
T

ξ
(s-ξ)α-1f(s)dsdξ≤

1
Γ(α)∫

T

t∫
T

ξ
(s-ξ)α-1 f(s)dsdξ=

1
Γ(α)∫

T

t∫
s

t
(s-ξ)α-1dξf(s)ds= 1

Γ(α)∫
T

t

(s-t)α
α f(s)ds≤

(T-t)α
Γ(α+1)

‖f‖L1([t,T]). (4)

如果1<p<+∞,令g∈Lq([0,T],ℝN),其中1
p+

1
q=1

,则有

∫
T

t
g(ξ)∫

T

ξ
(s-ξ)α-1f(s)d( )s dξ =∫

T

t
g(ξ)∫

T

ξ
(T-τ)α-1f(T-τ+ξ)d( )τ dξ =

∫
T

t
(T-τ)α-1∫

τ

t
g(ξ)f(T-τ+ξ)d( )ξ dτ ≤

∫
T

t
(T-τ)α-1dτ∫

τ

t
g(ξ)qd( )ξ

1/q

∫
τ

t
f(T-τ+ξ)pd( )ξ

1/p

≤

(T-t)α
α ‖f‖Lp([t,T])‖g‖Lq([t,T]). (5)

对任意固定的t∈[0,T],考虑函数 Hξ*f:Lq([0,T],ℝN)→ℝ,定义为

Hξ*f(g)=∫
T

t
g(ξ)∫

T

ξ
(s-ξ)α-1f(s)d( )s dξ, (6)

因此由式(5),(6)和Rieze表示定理知,存在h∈Lp([0,T],ℝN)以及所有的g∈Lq([0,T],ℝN),
使得

∫
T

t
g(ξ)h(ξ)dξ=Hξ*f(g)=∫

T

t
g(ξ)∫

T

ξ
(s-ξ)α-1f(s)d( )s dξ, (7)

‖h‖Lp([t,T])≤
(T-t)α

α ‖f‖Lp([t,T]).

由式(7)得

1
Γ(α)h

(ξ)=
1
Γ(α)∫

T

ξ
(s-ξ)α-1f(s)ds=ξD-α

Tf(ξ),  ξ∈ [t,T],

即

‖ξD-α
Tf‖Lp([t,T])=‖h‖Lp([t,T])

Γ(α) ≤
(T-t)α
Γ(α+1)

‖f‖Lp[t,T]. (8)

结合式(4)和式(8)即得不等式(3).
引理3[17] 令0<α≤1且1≤p<∞,则对所有的u∈Eα,p

0 ,有
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‖u‖Lp ≤ tα

Γ(α+1)
‖0Dα

tu‖Lp.

此外,如果α>1p
,1
p+

1
q=1

,则

‖u‖∞ ≤ Tα-1/p

Γ(α)((α-1)q+1)1/q
‖0Dα

tu‖Lp.

  引理4 如果α∈(1/2,1],则对任意的u∈Eα,有

cos(πα)∫
T

0
0Dα

tu(t)2dt≤-∫
T

0
(0Dα

tu(t),tDα
Tu(t))dt≤ 1

cos(πα)∫
T

0
0Dα

tu(t)2dt. (9)

  证明:设u∈Eα 且 ～u 是u 在ℝ\[0,T]上的零延拓,则supp(～u)⊆[0,T].而左、右分数阶导数是

非局部的:

supp(-∞Dα
t～u(t))⊆ [0,+∞),  supp(tDα

∞ ～u(t))⊆ (-∞,T],
但(-∞Dα

t～u,tDα
∞ ～u)在[0,T]上也成立.

一方面,有

∫
+∞

-∞
(-∞Dα

t～u(t),tDα
∞ ～u(t))dt=cos(πα)∫

+∞

-∞
-∞Dα

t～u(t)2dt=cos(πα)∫
+∞

-∞
tDα

∞ ～u(t)2dt, (10)

其中-∞Dα
t 和tDα

∞为实线上的Riemann-Liouville分数阶导数.又因为α∈(1/2,1],所以cos(πα)∈
[-1,0),从而有

-∫
T

0
(0Dα

tu(t),tDα
Tu(t))dt=-∫

T

0
(0Dα

t～u(t),tDα
T～u(t))dt= -∫

+∞

-∞
(-∞Dα

t～u(t),tDα
∞ ～u(t))dt=

-cos(πα)∫
+∞

-∞
-∞Dα

t～u(t)2dt≥-cos(πα)∫
T

0
0Dα

tu(t)2dt.

另一方面,利用Young不等式,有

∫
T

0
(0Dα

tu(t),tDα
Tu(t))dt ≤∫

T

0

1
2

0Dα
tu(t) 2 tDα

Tu(t)dt≤

1
4ε∫

T

0
0Dα

tu(t)2dt+ε∫
T

0
tDα

Tu(t)2dt≤

1
4ε∫

T

0
0Dα

tu(t)2dt+ε∫
+∞

-∞
tDα

∞u(t)2dt=

1
4ε∫

T

0
0Dα

tu(t)2dt+ ε
cos(πα)∫

T

0
(0Dα

tu(t),tDα
Tu(t))dt .

通过取ε= cos(πα)/2,得

∫
T

0
(0Dα

tu(t),tDα
Tu(t))dt ≤ 1

cos(πα)∫
T

0
0Dα

tu(t)2dt.

证毕.

3 变分结构

令α=-1+β/2,则α∈(1/2,1],从而问题(1)转化为以下形式:

d
dt
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ø
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C
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Tu(0æ

è
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ö

ø
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cu(T)+d 1
2

C
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tu(T))-12
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T (tDα
Tu(Tæ
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(11)

因此,求BVP(11)的解u即对应于求BVP(1)的解u.
记

Dα(u(t))=12
C
0Dα+1

t (0Dα
tu(t))-12

C
tDα+1

T (tDα
T(u(t))). (12)
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  定义Df∶={z∈ℝ f在z处不连续},如果Df 是(Lebesgue)可测的且m(Df)=0,则称f是几乎

处处连续的.此外,如果f在局部本质上是有界的,则对每个t∈ℝ,记

f-(z)=lim
δ→0-

essinf
t-z <δ

f(z),  f+(z)=lim
δ→0+

esssup
t-z <δ

f(z).

观察到f-,f+分别是下半连续和上半连续的.
注2 如果f是一个连续函数,则(C0Dβ

tu2(t))′,(CtDβ
Tu2(t))′∈C[0,T],u是问题(11)的经典解.

对每个u∈Eα,φ:Eα→ℝ定义为

φ(u)=-12∫
T

0
(0Dα

tu,tDα
Tu)dt+c

2d
(u(T))2+a

2b
(u(0))2=12‖u‖

2, (13)

Υ(u)=∫
T

0
F(u(t))dt,

其中F(u)∶=∫
u

0
f(s)ds,l(u)=0,Ψ(u)=Υ(u)-l(u)=Υ(u),I(u)=φ(u)-Ψ(u)=φ(u)-Υ(u).

对任意的u,v∈Eα,有

<φ′(u),v>=-12∫
T

0
[(0Dα

tu(t),tDα
Tv(t))+(tDα

Tu(t),0Dα
tv(t))]dt+

c
du(T)·v(t)+a

bu(0)·v(t). (14)

  引理5 令α∈(1/2,1]且u∈Eα,则‖u‖α,2的范数等价于

‖u‖= -∫
T

0
(0Dα

tu(t),tDα
Tu(t))dt+c

d
(u(T))2+a

b
(u(0))é

ë
êê

ù

û
úú

2
1/2

. (15)

  证明:由定义3和引理4可得

‖u‖α,2=∫
T

0
(u(t)2+ 0Dα

tu(t)2)d( )t
1/2

≤∫
T

0
u(t)2d( )t

1/2

+∫
T

0
0Dα

tu(t)2d( )t
1/2

≤

‖u‖+ 1
cos(πα)∫

T

0
(0Dα

tu(t),tDα
Tu(t))dæ

è
ç

ö

ø
÷t
1/2

≤ 1+ 1
cos(πα

æ

è
ç

ö

ø
÷

) ‖u‖. (16)

  下面令{uk}⊂Eα 且2<μ1<μ,{φ(un)}有界,φ′(un)→0,结合式(14),(15)可得

μ1φ(un)-(φ′(un),un)= 1-μ1æ

è
ç

ö

ø
÷

2∫
T

0
(0Dα

tun(t),tDα
Tun(t))dt+cμ1

2d
(un(T))2+aμ1

2b
(un(0))2-

c
dun(T)·un(t)-a

bun(0)·un(t)≤ μ1
2-æ

è
ç

ö

ø
÷1 1
cos(πα)‖un‖2α +

cμ1

2d+aμ1

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

b ‖un(0)‖2- c
d +aæ

è
ç

ö

ø
÷

b ‖un(T)‖2. (17)

由式(13)可得

μ1φ(un)-(φ′(un),un)=μ1
2‖un‖2-‖un‖2. (18)

根据式(17)和式(18)得到不等式:

μ1
2-æ

è
ç

ö

ø
÷1 ‖un‖2 ≤ μ1

2-æ

è
ç

ö

ø
÷1 ‖un‖2α + cμ1

2d+aμ1

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

b ‖un(0)‖2- c
d +aæ

è
ç

ö

ø
÷

b ‖un(T)‖2.

因为

cμ1

2d+aμ1

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

b ‖un(0)‖2- c
d +aæ

è
ç

ö

ø
÷

b ‖un(T)‖2 >0,

故

‖un‖2 ≤ ‖un‖2α +c1,

其中c1 为常数,c1=cμ1
2d+

aμ1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

b ‖un(0)‖2- c
d+

aæ

è
ç

ö

ø
÷

b ‖un(T)‖2.从而可得

‖u‖ ≤ ‖u‖α+c2, (19)
其中c2 为大于0的常数.
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而‖u‖α=‖u‖α,2,再结合式(16)和式(19)得到不等式:

cos(πα)
1+cos(πα
æ

è
ç

ö

ø
÷

) ‖u‖α,2 ≤ ‖u‖ ≤ ‖u‖α,2+c2,

因此‖u‖α,2等价于‖u‖.
引理6 泛函φ:Eα→ℝ是弱下半连续的.
证明:显然φ是弱下半连续的.为证明φ在Eα 上是弱下半连续的,只需证明φ在Eα 上是凸的.

令λ∈(0,1),u,v∈Eα 和 ～u,～v分别是u 和v 在ℝ/[0,T]上的零扩展.因为

φ1((1-λ)u+λv)=-12∫
T

0
[0Dα

t((1-λ)u(t)+λv(t)),tDα
T((1-λ)u(t)+λv(t))]dt=

-12∫
+∞

-∞
[-∞Dα

t((1-λ)～u(t)+λ～v(t)),tDα
∞((1-λ)～u(t)+λ～v(t))]dt=

cos(πα)
2 ∫

+∞

-∞
-∞Dα

t((1-λ)～u(t)+λ～v(t))2dt=

cos(πα)
2 ∫

+∞

-∞
[(1-λ)-∞Dα

t～u(t)2+λ -∞Dα
t～v(t)2]dt=

∫
+∞

-∞
-1-λ
2
(-∞Dα

t～u(t),tDα
∞ ～u(t))-λ

2
(-∞Dα

t～v(t),tDα
∞ ～v(té

ë
êê

ù

û
úú))dt=

∫
T

0
-1-λ
2
(0Dα

tu(t),tDα
Tu(t))-λ

2
(0Dα

tv(t),tDα
Tv(té

ë
êê

ù

û
úú))dt=

(1-λ)φ1(u)+λφ1(v),

所以φ1 是Eα 上的凸泛函.显然φ2=
c
2d u(T)2+a

2bu(0)2 在Eα 上也是凸的,所以φ(u)=φ1(u)+

φ2(u)是一个定义在Eα 上的凸泛函.
引理7 令u,v∈L1([0,T],ℝn),如果对每个φ∈C∞

0 [0,T],均有

∫
T

0
(u(t),φ′(t))dt=-∫

T

0
(v(t),φ(t))dt,

则u是v 的原函数.即对几乎每个t∈[0,T],都有u(t)=∫
t

0
v(s)ds+c,其中c∈ℝn.

证明:用w(t)=∫
t

0
v(s)ds定义w ∈C([0,T],ℝn),使得

∫
T

0
(w(t),φ′(t))dt=∫

T

0∫
t

0
v(s)ds,φ(t( ))dt.

由Fubini定理,得

∫
T

0
(w(t),φ′(t))dt=∫

T

0∫
T

s
(v(s),φ(t))d[ ]tds=∫

T

0
(u(s),φ(s))ds,

所以∫
T

0
(u(s)-w(s),φ(s))ds=0.根据变分演算的基本引理,有u(t)-w(t)=c,其中c∈ℝ,证毕.

引理8 考虑问题

d
dt
1
2

C
0Dβ

t(u2(t))+12
C
tDβ

T(u2(tæ

è
ç

ö

ø
÷))+h(t)=0, a.e.t∈ [0,T],

au(0)-b 1
2

C
0Dβ

tu2(0)+12
C
tDβ

Tu2(0æ

è
ç

ö

ø
÷)=0,

cu(T)+d 1
2

C
0Dβ

tu2(T)+12
C
tDβ

Tu2(Tæ

è
ç

ö

ø
÷)=0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï ,

(20)

其中h∈L2([0,T]).问题(20)有唯一解u∈Eα 使得(C0Dβ
t(u2))′,(CtDβ

T(u2))′是几乎处处连续的,且u

是通过 min
v∈Eα

-∫
T

0
(0Dα

tv″,tDα
Tv″)dt+c

dv2(T)+a
bv2(0{ })得到的.

证明:如果u是问题(20)的一个经典解,则对所有的v∈Eα,通过分部积分有
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1
2∫

T

0
[C0Dβ

t(u2(t))+ C
tDβ

T(u2(t))]′v(t)dt+∫
T

0
h(t)v(t)dt=

1
2∫

T

0
[(0Dα

tu(t),tDα
Tv″(t))+(tDα

Tu(t),0Dα
tv″(t))]dt-

c
du(T)v(T)-a

bu(0)v(0)+∫
T

0
h(t)v(t)dt.

令

a(u,v)=-12∫
T

0
[(0Dα

tu,tDα
Tv″)+(tDα

Tu,0Dα
tv″)]dt+c

du(T)v(T)+a
bu(0)v(0).

显然,a(u,v)是Eα 上的连续强制双线性形式.由Lax-Milgram定理与双线性形式a(u,v)、线性函数

φ:v→∫
T

0
h(t)v(t)dt可知,存在一个唯一的元素u∈Eα,使对所有的v∈Eα,有

a(u,v)=∫
T

0
h(t)v(t)dt. (21)

此外u是由 min
v∈Eα

1
2a
(v,v)-∫

T

0
h(t)v(t)d{ }t 得到的,因此对所有的v∈Eα,都有

0=-12∫
T

0
[(0Dα

tu,tDα
Tv″)+(tDα

Tu,0Dα
tv″)]dt+c

du(T)v(T)+a
bu(0)v(0)-∫

T

0
h(t)v(t)dt=

1
2∫

T

0
(C0Dβ

tu2+C
tDβ

Tu2,v′)dt+c
du(T)v(T)+a

bu(0)v(0)-∫
T

0
h(t)v(t)dt. (22)

  不失一般性,式(22)适用于所有的v∈C∞
0 ⊂Eα,其中C∞

0 ={u∈C∞[0,T]:u(0)=u(T)=0}.对

所有的v∈C∞
0 ,式(22)就等于

0=12∫
T

0
(C0Dα+1

t (0Dα
tu(t))-C

tDα+1
T (tDα

Tu(t)),v′(t))dt-∫
T

0
h(t)v(t)dt.

由引理7有

1
2
(C0Dα+1

t (0Dα
tu(t)))-12

(CtDα+1
T (tDα

Tu(t)))=-∫
t

0
h(s)ds+c, a.e.t∈ [0,T], c∈ ℝ.

所以

1
2
d
dt
(Dα(u(t)))=ddt

1
2

C
0Dα+1

t (0Dα
tu(t))-12

C
tDα+1

T (tDα
Tu(tæ

è
ç

ö

ø
÷))+h(t)=0, t∈ [0,T].(23)

因为h在[0,T]上几乎处处连续,故有d
dt
(Dα(u(t)))在[0,T]上几乎处处连续.

将式(23)代入式(22),对所有的v∈Eα,通过分部积分得

0=12∫
T

0
(C0Dβ

tu2+C
tDβ

Tu2,v′)dt+c
du(T)v(T)+a

bu(0)v(0)+

∫
T

0

d
dt
1
2

C
0Dβ

tu2+12
C
tDβ

Tuæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,æ

è
ç

ö

ø
÷v dt=

c
du(T)v(T)+a

bu(0)v(0)+12
(C0Dβ

tu2+C
tDβ

Tu2,v)T
0 =

c
du(T)v(T)+a

bu(0)v(0)+12
C
0Dβ

tu2(T)v(T)+12
C
tDβ

Tu2(T)v(T)-

1
2

C
0Dβ

tu2(0)v(0)-12
C
tDβ

Tu2(0)v(0)=

c
du(T)+12

C
0Dβ

tu2(T)+12
C
tDβ

Tu2(Té

ë
êê

ù

û
úú)v(T)+

a
bu(0)-12

C
0Dβ

tu2(0)-12
C
tDβ

Tu2(0é

ë
êê

ù

û
úú)v(0).

令v(0)=0,v(T)≠0,则

c
du(T)+12

C
0Dβ

tu2(T)+12
C
tDβ

Tu2(T)=0.
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同理可得

a
bu(0)-12

C
0Dβ

tu2(0)-12
C
tDβ

Tu2(0)=0.

故边值条件成立.由式(21)可见C
0Dβ

tu2∈L2[0,T],因此C
tDβ

Tu2∈L2[0,T].如果h∈C[0,T],则
C
0Dβ

tu2∈C[0,T],(C0Dβ
tu2)′∈C[0,T].

引理9 令u∈Eα,如果对所有的v∈L2[0,T]有a(u,v)=0,则对t∈[0,T]有u=0.
证明:如果对所有的v∈L2[0,T]有a(u,v)=0,则不失一般性,有a(u,u)=0.由于a(u,u)=

‖u‖2,因此对t∈[0,T]有u(t)=0.
假设:
(H1)对几乎每个t∈[0,T]及每个u∈Df,f-(u)≤0≤f+(u)即表明f(u)=0.
引理10 令f:ℝ→ℝ是局部本质有界的几乎处处连续函数,假设(H1)成立且u∈Eα 是I的广义

临界点,则u是BVP(11)的一个广义解.
证明:令u0∈Eα 是I的一个广义解,即对所有的v∈Eα,I0(u0,v)≥0.从而对所有的v∈Eα,有

φ′(u0)(v)+(-Υ)0(u0;v)≥0.
即对所有的v∈Eα,有

1
2∫

T

0
(0Dα

tu0,tDα
Tv)+(tDα

Tu0,0Dα
tv)dt-c

du0(T)v(T)-a
bu0(0)v(0)≤ (-Υ)0(u0;v). (24)

显然,对所有的v∈Eα,令

Lu0
(v)=12∫

T

0
[(0Dα

tu0,tDα
Tv)+(tDα

Tu0,0Dα
tv)]dt-c

du0(T)v(T)-a
bu0(0)v(0),

Lu0
是Eα 上的一个连续线性泛函,其中式(24)表示Lu0∈∂(-Υ)Eα(u0).由于Eα 在L2[0,T]密集,由

文献[18]知∂(-Υ)Eα(u0)⊆∂(-Υ)L2[0,T](u0),所以Lu0∈∂(-Υ)L2[0,T](u0),L 在L2[0,T]上是

连续并且线性的.因此对所有的v∈L2[0,T],存在一个h∈L2[0,T]满足Lu0
(v)=∫

T

0
h(x)v(x)dx.由

引理7知,有唯一的u∈Eα,满足(C0Dβ
t(u2))′,(CtDβ

T(u2))′几乎处处连续,使得式(21)成立.
特别地,对所有的v∈Eα,有

∫
T

0
h(x)v(x)dx=12∫

T

0
[(0Dα

tu,tDα
Tv)+(tDα

Tu,0Dα
tv)]dt-c

du(T)v(T)-a
bu(0)v(0).

因此,

1
2∫

T

0
[(0Dα

tu,tDα
Tv)+(tDα

Tu,0Dα
tv)]dt-c

du(T)v(T)-a
bu(0)v(0)=Lu0

(v)=∫
T

0
h(x)v(x)dx,

即对所有的v∈L2[0,T]有a(u0-u,v)=0.引理9表明u0=u,所以(C0Dβ
t(u20))′∈C[0,T],

(CtDβ
T(u20))′∈C[0,T],并且

1
2∫

T

0
[(0Dα

tu0,tDα
Tv)+(tDα

Tu0,0Dα
tv)]dt-c

du0(T)v(T)-a
bu0(0)v(0)=

∫
T

0

d
dt
1
2

C
0Dβ

tu2
0+12

C
tDβ

Tuæ

è
ç

ö

ø
÷

2
0 ,v(tæ

è
ç

ö

ø
÷)dt

对所有的v∈Eα 都成立.从而对所有的v∈Eα,有

∫
T

0

d
dt
1
2

C
0Dβ

tu2
0+12

C
tDβ

Tuæ

è
ç

ö

ø
÷

2
0 ,v(tæ

è
ç

ö

ø
÷)dt≤ (-Υ)0(u0;v).

文献[18]确保了对几乎每个t∈[0,T],有

d
dt
1
2

C
0Dβ

tu2
0+12

C
tDβ

Tuæ

è
ç

ö

ø
÷

2
0 ∈ [(-f)-(u0(x)),(-f)+(u0(x))]. (25)

由于m(Df)=0,因此

-ddt
1
2

C
0Dβ

tu2
0+12

C
tDβ

Tuæ

è
ç

ö

ø
÷

2
0 =0,  a.e.t∈u-1

0 (Df).
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由假设(H1),对a.e.t∈u-1
0 (Df),f(u0(t))=0.所以

-ddt
1
2

C
0Dβ

tu2
0+12

C
tDβ

Tuæ

è
ç

ö

ø
÷

2
0 =f(u0(t)),  a.e.t∈u-1

0 (Df).

另一方面,对a.e.t∈[0,T]\u-1
0 (Df),式(25)即为

-ddt
1
2

C
0Dβ

tu2
0+12

C
tDβ

Tuæ

è
ç

ö

ø
÷

2
0 =f(u0(t)).

从而证明该边值问题存在一个解.

4 BVP(1)解的存在性

引理11[19] 假设 X 是一个自反实Banach空间,φ 和Ψ 是局部的Lipschitz泛函,则下列结论

成立.
1)对每个r>inf

X
φ,函数I=φ-Ψ 对φ-1((-∞,r))的限制允许有一个全局最小值,它是I在X

中的一个临界点(局部最小值).
2)如果r<+∞,则以下条件之一成立:

①I具有一个全局最小值;

②I有一个临界点(局部最小值)序列{un},使得lim
n→+∞

φ(un)=+∞.

3)如果δ<+∞,则下列条件之一成立:

①φ的全局最小值是I的局部最小值;

②I有一个成对不同的临界点(局部最小值)的序列{un},其中lim
n→+∞

φ(un)=inf
X
φ,它弱收敛到φ

的全局最小值.
下面令

A=lim
ξ→+∞

inf
max
t ≤ξ

F(t)

ξ2
,  B=lim

ξ→+∞
supF(ξ)

ξ2
,

M1= Tα-1/p

Γ(α)((α-1)q+1)1/q
,  M2= 1

(Γ(1-α))2
(-1)α2

T +c
d.

  对每个ξ∈ℝ,令F(ξ)∶=∫
ξ

0
f(s)ds,并假设:

(H2)对每个ξ≥0有∫
ξ

0
F(t)dt≥0;

(H3)lim
ξ→+∞

inf
max
t ≤ξ

F(t)

ξ2
<klim

ξ→+∞
supF(ξ)

ξ2
,其中k= 1

2M2
1M2

.

定理1 令f:ℝ→ℝ是一个局部本质有界的几乎处处连续函数.如果假设条件(H1)~(H3)

成立,则问题(11)在Eα 中有一系列无界的广义解.
证明:用引理11证明.由假设(H3)知,存在一个实序列{cn},满足lim

n→+∞
cn=+∞,且

lim
n→+∞

max
t <cn

c2n =A<+∞. (26)

对所有的n∈ℕ,令rn=12
c2n
M

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
1

.

由引理3知,对所有的v∈Eα 满足‖v‖2≤2rn,从而可得‖v‖∞≤M1‖v‖≤M1 2rn=cn.
于是,

φ(rn)= inf
u∈φ-1([-∞,rn])

sup
u∈φ-1([-∞,rn])

Ψ(u( ))-Ψ(u)

rn -φ(u)
≤

sup
‖u‖2<2rn

Ψ(u)-Ψ(0)

rn
=

938 第4期       秦锐珍,等:临界点理论在分数阶微分方程边值问题中的应用    



sup
‖v‖2<2rn
∫

T

0
F(v(x))dx

rn
≤

T max
t <cn

F(t)

rn
=2M2

1T
c2n

max
t ≤cn

F(t),

由式(26)知,φ(rn)≤2M2
1TA.所以Υ∶=lim

r→+∞
infφ(r)≤lim

n→+∞
infφ(rn)≤2M1TA <+∞.

下面称I是无界的.由假设(H3),令(dn)是一个实序列,满足lim
n→∞

dn=+∞,且

lim
n→∞

F(dn)
d2n =B. (27)

对所有的n∈ℝ,定义

ωn(t)=

2dn(t-s)α
T

,t∈ 0,Té

ë
êê

ù

û
úú2
,

dn, t∈ T
2
,é

ë
êê

ù

û
úúT

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

显然,ωn∈X,且

‖ωn‖2=-∫
T

0
(0Dα

tωn,tDα
Tωn)dt+c

d
(ωn(T))2+a

b
(ωn(0))2=

∫
T

0

1
Γ(1-α)

d
dt∫

t

0
(t-s)-αωn(s)ds, 1

(1-α)
d
dt∫

T

t
(s-t)-αωn(s)dæ

è
ç

ö

ø
÷s dt+c

dd2
n =

1
(Γ(1-α))2∫

T/2

0

d
dt∫

t

0
(t-s)-α2dn(t-s)α

T ds,ddt∫
T/2

t
(s-t)-α2dn(t-s)α

T dæ

è
ç

ö

ø
÷s d{ }t +c

dd2
n =

1
(Γ(1-α))2∫

T/2

0

2dn

T
,(-1)

α2dnæ

è
ç

ö

ø
÷

T dt+c
dd2

n ≤ 1
(Γ(1-α))2

(-1)α2d2n
T +c

dd2
n∶=M2d2n.

因此,

φ(ωn)-Ψ(ωn)=‖ωn‖2
2 -∫

T

0
F(ωn(t))dt≤M2d2n

2 -∫
T

0
F(ωn(t))dt.

由假设(H2),有

∫
T

0
F(ωn(t))dt≥∫

T

T/2
F(dn)dt=F(dn)12

æ

è
ç

ö

ø
÷T .

因此,对所有的n∈ℕ,有

φ(ωn)-(ωn)≤M2d2n
2 -T

2F
(dn).

  如果B<+∞,则由式(27)知,对任意的ε≤B-M2\T,存在Nε∈ℕ,使得对所有的n>Nε,有

F(dn)> (B-ε)d2n.
所以随着n→+∞,有

φ(ωn)-Ψ(ωn)≤M2d2n
2 -T

2
(B-ε)d2n =d2n

2
(M2-T(B-ε))→ -∞.

如果B=+∞,固定M3>M2\T,并且由式(27)知,对所有的n>NM,存在NM∈ℕ,使得

F(dn)>M3d2n.
因此随着n→+∞,有

φ(ωn)-Ψ(ωn)≤M2d2n
2 -T

2M3d2n =d2n
2
(M2-TM3)→ -∞.

  综上,引理11中2)的所有假设得到了验证,函数I 有一个广义临界点的序列{un},使得

lim
n→+∞

‖un‖=+∞,即{un}在Eα 上是无界的.由引理10知,{un}是BVP(11)的一个广义解序列,

证毕.
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