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非紧致度量空间上的持久性
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(延边大学 理学院,吉林 延吉133002)

摘要:考虑非紧致度量空间上同胚的持久性问题,利用同胚的持久性、等度连续性、强拓扑

稳定性、持久跟踪性等定义,证明:等度连续且拓扑稳定的同胚是持久的;同胚有持久跟踪

性当且仅当该同胚是持久的且有伪轨跟踪性;有持久跟踪性的可扩同胚是强拓扑稳定的.
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如果一个动力系统的同胚的每个轨道都可以被该系统中其他同胚经过足够小扰动的一些真轨跟

踪,则该同胚就是持久的.目前,关于持久性的研究已得到了很多结果[1-12].Lewowicz[1]首次提出了

持久性动力系统的概念,并证明了每个具有稠密双曲周期点(包括伪Anosov映射)的二维或三维可扩

同胚都是持久的.持久性包括β-持久性和α-持久性[8-9],本文主要讨论β-持久性.Sakai等[2]研究表明,
紧致度量空间上的移位映射是拓扑稳定的,但不是持久的,而紧致流形上的每个拓扑稳定同胚是持久

的.表明相比于拓扑稳定性,它是一种更弱的稳定性.但持久性不能推出拓扑稳定性,因为伪Anosov
映射是持久的但不是拓扑稳定的.而在螺线群的群自同构中二者是等价的.Dong等[3]证明了在紧致

度量空间上,每个等度连续且逐点拓扑稳定[11]的同胚都是持久的.Khan等[7]给出了上述性质的

另一种证明方法,并且验证了紧致度量空间上关于等度连续同胚且逐点强拓扑稳定的Borel概率测度

是强持久的.Kawaguchi[4]提出了强拓扑稳定性的概念.Jung等[5]引入了持久跟踪性的概念,证明了

紧致度量空间上每个同胚具有持久跟踪性当且仅当它具有伪轨跟踪性且是持久的,并证明了紧致度量

空间的每个强拓扑稳定同胚都是持久的.Lee等[6]提出了非紧致度量空间上同胚的可扩性、伪轨跟踪



性和拓扑稳定性等概念,并将紧致度量空间中的 Walters稳定性定理和Smale的谱分解定理延伸到了

非紧致度量空间中.受上述研究的启发,本文将上述在紧致度量空间中的相关结论扩展到非紧致度量

空间中.

1 预备知识

设X 是紧致度量空间,f是X 上的自同胚,d 是X 上的一个度量,对任意的z∈X,定义任意

两个 映 射 之 间 的 C0 距 离 为 这 两 个 映 射 在z∈X 处 函 数 值 的 距 离 的 上 确 界,即 dC0
(f,g)=

sup
z∈X

d(f(z),g(z)).如果对任意的ε>0,存在δ>0,使得对X 上满足dC0
(f,g)<δ的任意自同胚g,

有对任意的x∈X,存在y∈X,使得d(fn(x),gn(y))<ε对任意的n∈ℤ成立,则称f是持久的[1-2].
如果对任意的ε>0,存在δ>0,使得对任意的x,y∈X,当d(x,y)≤δ时,有对任意的n∈ℤ,使得

d(fn(x),fn(y))≤ε,则称f是等度连续的[3].如果对任意的ε>0,存在δ>0,使得对任意的同胚g:

X→X,满足dC0
(f,g)<δ,并且存在X 上的一个连续满射h,有f췍h=h췍g 且d(h(z),Id(z))<

ε(Id表示恒等映射),则称f 是强拓扑稳定的[4].如果对任意的ε>0,存在δ>0,使得对任意满足

dC0
(f,g)<δ的自 同 胚g 的 任 意δ-伪 轨 {xn}n∈ℤ (其 中 {xn}n∈ℤ 是 X 中 的 任 意 序 列,且 满 足

d(g(xn),xn+1)<δ)能被(g,ε)跟踪,即对任意g的δ-伪轨{xn}n∈ℤ,存在y∈X,使得d(gn(y),xn)<ε,则

称f具有持久跟踪性[5].
注意到上述定义在紧致度量空间中不依赖于度量的选择,但如果将研究的范围拓展到非紧致度量

空间上将会受度量选取的影响.文献[6]中的例2.2和例2.3表明,经典度量空间中的可扩性、伪轨

跟踪性以及拓扑稳定性的定义,如果使用到非紧致度量空间中将与度量的选取有关.为使上述定义不

依赖于度量的选取,下面引入非紧致度量空间上相对应的概念.用C+(X)表示从X 到(0,∞)上的连

续函数集合.设X 表示非紧致度量空间,f是X 上的自同胚,d是非紧致度量空间X 上的一个度量,

ℤ表示整数集,ℕ表示自然数集,ℝ表示实数集.
定义1 如果对任意的ε∈C+(X),存在δ∈C+(X),使得对任意的x∈X 和满足d(f(x),g(x))<

δ(f(x))的任意自同胚g:X→X,有对任意的n∈ℤ,存在y∈X,使得d(fn(x),gn(y))<ε(fn(x))
成立,则称f是持久的.

定义2 如果对任意的ε∈C+(X),存在δ∈C+(X),使得对任意的x,y∈X,当d(x,y)≤δ(x)
时,对任意的n∈ℤ,有d(fn(x),fn(y))≤ε(fn(x)),则称f是等度连续的.

注1 非紧致度量空间上同胚f 的持久性和等度连续性都是动力学性质,并且不依赖于度量的

选取.
定义3 如果对任意的ε∈C+(X),存在δ∈C+(X),使得对X 上的任意的自同胚g,满足对任意

的x∈X,有d(f(x),g(x))<δ(f(x)),并且存在X 上的一个连续满射h,使得对任意的z∈X,有

d(h(z),Id(z))<ε(h(z))且f췍h=h췍g,则称f是强拓扑稳定的.
定义4 如果对任意的ε∈C+(X),存在δ∈C+(X),使得对任意的z∈X,满足d(f(z),g(z))<

δ(f(z))的任意同胚g:X→X,其任意的δ-伪轨能被(g,ε)跟踪,即对任意g 的δ-伪轨{xn}n∈ℤ,当

d(g(xn),xn+1)<δ(g(xn))时,存在y∈X,使得d(gn(y),xn)<ε(gn(y))成立,则称f具有持久跟踪性.
下面介绍非紧致度量空间同胚的可扩性、拓扑稳定性和伪轨跟踪性的概念.对于非紧致度量空间

X,其度量为d,f 是X 上的自同胚,存在一个可扩函数e∈C+(X)及一个整数n,使得对任意的

x≠y∈X,有d(fn(x),fn(y))>e(fn(x)),即当d(fn(x),fn(y))≤e(fn(x))时,对任意的n∈ℤ,有

x=y,则称f是可扩的.如果对任意的ε∈C+(X),存在δ∈C+(X),使得对X 上的任意的自同胚g,
满足对任意的x∈X,有d(f(x),g(x))<δ(f(x)),并且存在X 上的一个连续映射h:X→X,满足

d(h(z),Id(z))<ε(h(z)),∀z∈X 且f췍h=h췍g,则称f是拓扑稳定的.如果对任意的ε∈C+(X),
存在δ∈C+(X),使得对同胚f的任意δ-伪轨,存在一个点x∈X,使得该点ε跟踪δ-伪轨,则称f具

有伪轨跟踪性[6].
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注2 显然由定义易知,非紧致度量空间上同胚具有强拓扑稳定性可推出拓扑稳定性;持久跟踪

性可推出伪轨跟踪性(只需在定义4中取g=f即可).
下面根据文献[6]的例2.3说明上述持久跟踪性定义的合理性(如果直接沿用紧致度量空间的相关

定义到非紧致度量空间上,会发现定义存在不合理之处).

例1 设T:ℝ→S1\{(0,1)}是一个映射,对任意的x∈ℝ,满足T(x)= 2x
1+x2
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2 ,并且

X=T(ℤ).假设d是X 上的离散度量,d′是X 上由S1 所诱导的Riemann度量.易知d和d′在X 上

诱导出相同的拓扑.考虑X 上的自同胚f,满足f(ai)=ai+1,其中ai=T(i),i∈ℤ.由于度量d是离

散的,易证同胚f关于d 具有持久跟踪性,但同胚f关于d′不具有持久跟踪性.
下面利用反证法进行证明.即假设同胚f关于d′具有持久跟踪性,则同胚f关于d′具有伪轨跟踪

性.由同胚f的伪轨跟踪性知,对ε=1/2,存在δ>0,使得d′(ak,a-k)<δ/2,其中k∈ℕ.再考虑

一个同胚g:X→X,

g(ai)=
ai+1,i=-k,…,k-1,

a-k,i=k,

ai, 其他

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(1)

所以对任意的x∈X,有d′(f(x),g(x))<δ,从而存在z∈X,使得d′(fn(z),gn(x))<ε.由于

{gn(y),n∈ℤ,y∈X}=X,所以可找到一个整数n∈ℤ,使得d′(fn(z),gn(y))≥ε,矛盾.因此,
同胚f关于d 具有持久跟踪性,但关于d′不具有持久跟踪性.

2 主要结果

引理1[6] 对任意的连续函数α∈C+(X),存在β∈C+(X),使得对任意的x∈X,总有β(x)<
inf{α(y)|y∈B(x,β(x))}(其中B(x,β(x))表示以为x 中心、β(x)为半径的邻域).则对任意的

x,y∈X,当d(x,y)<max{β(x),β(y)}时,有d(x,y)<α(x).
文献[3]和文献[7]证明了紧致度量空间上,每个等度连续且逐点拓扑稳定的同胚都是持久的.

文献[8]讨论了持久跟踪性在有限生成群作用下的有关性质.本文考虑在非紧致度量空间上上述结论

是否仍成立.
定理1 非紧致度量空间上等度连续且拓扑稳定的同胚是持久的.
证明:设f:X→X 是非紧致度量空间上的等度连续且拓扑稳定的同胚,对任意的ε∈C+(X)及任

意的x∈X,存在γ∈C+(X),使得γ(x)<inf{ε(z)z∈B(x,γ(x))}.根据f的等度连续性知,对γ/4,

存在ε′∈C+(X),使 得ε′(x)<inf γ
4
(z)z∈B(x,γ(x{ })).再 由 f 的 拓 扑 稳 定 性 知,对 上 述

ε′∈C+(X),存 在 δ′ ∈C+(X),使 得 对 非 紧 致 度 量 空 间 X 上 任 意 的 自 同 胚 g, 满 足

d(f(x),g(x))<δ′(f(x)),则存在一个连续映射h:X→X,使得d(h(x),Id(x))<ε′(h(x))且f췍h=

h췍g,于是由f的等度连续性,有d(fn(h(x)),fn(x))<γ
4
(fn(h(x))),所以d(fn(h(x)),fn(x))<

γ(fn(x)).因此,对任意的x∈X,存在y=x∈X,使得对任意的n∈ℤ,有

d(fn(x),gn(y))=d(fn(x),gn(x))≤d(fn(x),fn(h(x)))+d(fn(h(x)),gn(x))<
γ(fn(x))

4 +d(h(gn(x)),gn(x))<γ(fn(x))
4 +ε′(h(gn(x)))<

γ(fn(x))
4 +γ(gn(x))

4 < max{γ(fn(x)),γ(gn(x))}<ε(fn(x)). (2)

故f是持久的.
文献[2]中的例1表明,紧致度量空间上的移位映射是拓扑稳定但不是持久的.所以定理1的逆命

题并不成立.
引理2 非紧致度量空间上具有持久跟踪性的同胚都是持久的.
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证明:设X 是非紧致度量空间,同胚f:X→X 具有持久跟踪性.对任意的ε∈C+(X),由f 的

持久跟踪性,设ε′∈C+(X),满足ε′(u)<inf{ε(v)v∈B(u,ε′(u))},则存在δ∈C+(X).固定x∈X,
任取同胚h:X→X,则对任意的z∈X,满足d(f(z),g(z))<δ(f(z)).由于对任意的n∈ℤ,

d(g(fn(x)),fn+1(x))=d(g(fn(x)),f(fn(x)))<δ(g(fn(x))),
可知{fn(x)}n∈ℤ 是 过 点 x 的g 的 一 个δ-伪 轨.根 据 f 的 持 久 跟 踪 性 知,存 在 y∈X,使 得

d(gn(y),fn(x))<ε′(gn(y)).所以∀n∈ℤ,d(fn(x),gn(y))<ε(fn(x)).因此,f是持久的.
下面讨论在伪轨跟踪性的条件下,非紧致度量空间上的持久同胚具有持久跟踪性.
定理2 非紧致度量空间上具有伪轨跟踪性的持久性同胚具有持久跟踪性.
证明:设 X 是非紧致度量空间,同胚f:X→X 是具有伪轨跟踪性的持久性同胚.对任意的

ε∈C+(X),存在δ∈C+(X).由f的伪轨跟踪性,对ε/2,存在δ′∈C+(X).设γ∈C+(X),使得对任

意的x∈X,有γ(x)<inf{δ′(m)m∈B(x,γ(x))},并令δ<γ/4.根据f 的持久性,对上述δ′∈

C+(X),取任意的ε′<ε
2
,并设α∈C+(X),使得对任意的x∈X,有α(x)<inf{ε(l)l∈B(x,α(x))},

且满足ε
2<

α
4.对非紧致度量空间 X 上任意的自同胚g,满足d(f(x),g(x))<δ(f(x)),并且

{xn}n∈ℤ是通过点x的g 的一个δ-伪轨.由于

d(f(xn),xn+1)≤d(f(xn),g(xn))+d(g(xn),xn+1)<δ(f(xn))+δ(g(xn))<
γ(f(xn))
4 +γ(g(xn))

4 <

max{γ(f(xn)),γ(g(xn))}<δ′(f(xn)), ∀n∈ ℤ, (3)
即{xn}n∈ℤ是f的一个δ′-伪轨,所以存在x′∈X,使得

d(fn(x′),xn)≤ε
2
(fn(x′)),  ∀n∈ ℤ. (4)

由f的持久性可知,存在y∈X,使得∀n∈ℤ,d(fn(x′),gn(y))≤ε′(fn(x′)),所以

d(gn(y),fn(x′))≤ε
2
(gn(y)),  ∀n∈ ℤ. (5)

从而

d(gn(y),xn)≤d(gn(y),fn(x′))+d(fn(x′),xn)<ε
2
(gn(y))+ε

2
(fn(x′))<

α(gn(y))
4 +α(fn(x′))

4 <

max{α(gn(y)),α(fn(x′))}<ε(gn(y)), ∀n∈ ℤ. (6)
因此,{xn}n∈ℤ能被(g,ε)跟踪.故f具有持久跟踪性.

推论1 非紧致度量空间上的同胚有持久跟踪性当且仅当该同胚有伪轨跟踪性并且是持久的.
证明:根据引理2和注2可证必要性;根据定理2可证充分性.
引理3 非紧致度量空间上的强拓扑稳定同胚是持久的.
证明:设X 是非紧致度量空间,d为X 上的度量,对任意的ε∈C+(X),令ε′∈C+(X),使得对任

意的x,y∈X,有d(x,y)<ε′(x),则d(x,y)<ε(y).对ε′,存在ε″∈C+(X),使得d(x,y)<ε″(x),
则d(x,y)<ε′(y).由f的强拓扑稳定性知,对ε″,存在δ∈C+(X),使得在非紧致度量空间X 上满足

对任意的z∈X,有d(f(z),g(z))<δ(f(z))的任意的自同胚g,并且存在一个连续满射h:X→X,满

足d(h(z),Id(z))<ε″(h(z))且f췍h=h췍g.对于x∈X,选择y∈h-1(x),则对任意的n∈ℤ,有

d(fn(x),gn(y))=d(fn(h(y)),gn(y))=d(h(gn(y)),gn(y))<ε″(h(gn(y))), (7)
因此d(fn(x),gn(y))<ε′(gn(y)).所以d(fn(x),gn(y))<ε(fn(x)),即f是持久的.

显然,引理3的等价命题为若非紧致度量空间X 上同胚f 不是持久的,则f不是强拓扑稳定的,
即仅有持久性的同胚不能推出强拓扑稳定的.此外,一方面,Walters[10]的拓扑稳定性定理表明,紧致

度量空间中每个有伪轨跟踪性的可扩同胚都是拓扑稳定的,文献[6]也证明了该定理在非紧致度量空间上
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仍然成立.另一方面,并不是紧致度量空间上的每个有伪轨跟踪性的可扩同胚都是强拓扑稳定的.
定理3 非紧致度量空间上有持久跟踪性的可扩同胚是强拓扑稳定的.
证明:设X 是非紧致度量空间,其度量为d,f:X→X 是有持久跟踪性的可扩同胚,则f是有伪

轨跟踪性的可扩同胚,所以是拓扑稳定的.由f 的可扩性,设e∈C+ (X)是f 的可扩函数,令

γ∈C+(X),使得∀x∈X,γ(x)<inf{e(t)|t∈B(x,γ(x))}.由f的持久跟踪性,对任意的ε1<γ/4,
存在δ1∈C+(X),对δ1,根据f的拓扑稳定性,存在δ2∈C+(X),任取同胚g:X→X,满足∀z∈X,
d(f(z),g(z))<δ2(f(z)),则d(f(z),g(z))<δ1(f(z)).并且存在一个连续映射h:X→X,使得

d(h(z),Id(z))<ε2(h(z))且f췍h=h췍g.因此只要证明h是满射的即可.
固定x∈X,根据δ2 的定义,可得d(f(z),g(z))<δ1(f(z)),∀z∈X,所以可证明双无限序列

{fn(x)}n∈ℤ是g的一个δ1-伪轨.再根据f 的持久跟踪性知,存在y∈X,使得对任意的n∈ℤ,有

d(fn(x),gn(y))<ε1(fn(x)),则d(fn(x),gn(y))<γ
4
(gn(y)).但由于f췍h=h췍g,所以对任意的

n∈ℤ,有d(fn(h(y)),gn(y))=d(h(gn(y)),gn(y))<ε2(h(gn(y))),进而有

d(fn(h(y)),gn(y))<γ(fn(h(y)))
4 . (8)

因此,

d(fn(x),fn(h(y)))≤d(fn(x),gn(y))+d(gn(y),fn(h(y)))<
ε1(fn(x))+d(gn(y),h(gn(y)))<ε1(fn(x))+ε1(gn(y))<
γ(fn(x))

4 +γ(fn(h(y)))
4 <

max{γ(fn(x)),γ(fn(h(y)))}<e(fn(x)), ∀n∈ ℤ, (9)
因为e是同胚f 的可扩函数,所以h(y)=x,即h是满射.
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