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具有非局部结构阻尼的非自治
梁方程的时间依赖拉回吸引子

郭 瑞,汪 璇
(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:利用时间依赖空间上的过程理论,研究具有非局部结构阻尼的非自治梁方程解的长时

间动力学行为.首先,用Faedo-Galerkin逼近方法得到解的适定性;其次,利用能量估计得

到该动力系统在相应解空间中拉回吸收集的存在性;最后,用共圈技术和收缩函数的方法证

明时间依赖拉回吸引子的存在性.
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Abstract:Westudiedthelong-timedynamicbehaviorofsolutiontonon-autonomousbeamequation
withnonlocalstructuraldampingbyusingtheprocesstheoryinthetime-dependentspace.Firstly,we
obtainedthewell-posednessofsolutionbyusingFaedo-Galerkinapproximationmethod.Secondly,

theexistenceofpullbackabsorptionsetofthedynamicalsysteminthecorrespondingsolutionspace
wasobtainedbyusingenergyestimation.Finally,weprovedtheexistenceoftime-dependentpullback
attractorsbyusingthecocyclictechniqueandcontractionfunctionmethod.
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0 引 言

令Ω 是ℝN(N=5)中具有光滑边界的有界域,本文考虑如下具有非局部结构阻尼的非自治

梁方程:

ε(t)utt+Δ2u+N(‖∇u‖2)(-Δ)θut+f(u)=g(x,t),x∈Ω, t≥τ,

u(x,t)=0, x∈∂Ω, t≥τ,

u(x,τ)=u0(x), ut(x,τ)=u1(x), x∈Ω
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,g(x,t)∈L2loc(ℝ,L2(Ω))是外力项.



Woinowsky-Krieger[1]提出了梁方程;Ball[2-3]讨论了弹性梁方程的稳定性,并给出了该类方程严

格的数学分析.当问题(1)中的ε(t)恒为C时,关于这类问题的研究已有很多成果[4-8].但当ε(t)为正

的单调递减函数时,方程(1)变得更复杂.因为即使外力项g(·)与时间t无关,对问题(1)这个动力系

统仍需在非自治情形下进行讨论.为解决此类问题,Conti等[9]基于拉回吸引性的最小性,提出了拉回

吸引子的概念;刘亭亭等[10]基于Plate方程在弱拓扑空间中时间依赖全局吸引子的存在性和正则性,
讨论了Plate方程在强拓扑空间中时间依赖拉回吸引子的存在性;汪璇等[11]研究了Kirchhoff型波方

程时间依赖吸引子的存在性;Yang等[12]讨论了Kirchhoff型波方程拉回吸引子的存在性及其上半连

续性.当问题(1)中的外力项g(·)与时间t有关时,其时间依赖动力学行为的研究目前文献报道较

少.由于问题(1)中的非局部结构阻尼项和非自治外力项会给该问题的研究带来本质性困难,因此,
本文利用收缩函数及动力系统θ诱导出的共圈函数χ 证明问题(1)时间依赖拉回吸引子的存在性.

1 预备知识

首先引入符号:Lp=Lp(Ω),Hk=Hk(Ω),V1=H1
0(Ω),V2=H1

0∩H2,‖·‖=‖·‖L2,

‖·‖p=‖·‖Lp,其中p≥2,则有嵌入V2 L2 V-2.定义算子A:V2→V-2,
<Au,v>=<Δu,Δv>,  ∀u,v∈V2,

则A 是L2 上的自伴算子且在V2 上严格正,也可以定义A 的幂As.Hilbert空间Vs=D(As/4)具有

以下内积与范数:
<u,v>Vs =<As/4u,As/4v>,

‖u‖Vs =‖As/4u‖.
则问题(1)可以改写成以下抽象的形式:

ε(t)utt+Au+N(‖u‖2V1)A
θ/2ut+f(u)=g(x,t),x∈Ω, t≥τ,

u(τ)=u0(x), ut(τ)=u1(x), x∈Ω{ .
(2)

  定义C是一个正常数,每个C在不同的不等式中表示不同的常数值,假设函数ε(t),N(·),f(u)
和g(x,t)满足下列条件:

(H1)函数ε(t)∈C1(ℝ)是一个递减有界函数,且满足

lim
t→+∞

ε(t)=0, (3)

存在常数L>0,使得

sup
t∈ℝ
[ε(t)+ ε′(t)]≤L; (4)

  (H2)N(s)∈C1(ℝ+),N(s)≥NR>0,s∈ℝ+;
(H3)对于f∈C2(ℝ),s∈ℝ,满足

uf =liminf
s →∞

f(s)
s >-λ1, (5)

其中λ1>0为算子A 的第一特征值,且当N=5时,有

f″(s)≤C(1+ s p-2),  2≤p<pθ=N+4θ
N -4=5+4θ; (6)

  (H4)外力项g(x,t)∈L2loc(ℝ,L2(Ω)),且有

∫
t

-∞
eσs‖g(s)‖2ds<+∞, (7)

其中0<σ<δ
2
,δ为方程(1)做先验估计时所用实验函数中的常数系数.

注1 由式(5)和式(6)可知,存在常数η,使得当0<λ1-η≪1时,有

∫Ω
F(u)dx≥-η

2‖u‖
2-C≥- η

2λ1
‖u‖2V2 -C, (8)

<f(u),u>≥∫Ω
F(u)dx- η

2λ1
‖u‖2V2 -C, (9)
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其中F(u)=∫
u

0
f(r)dr.

定义时间依赖空间为

Ht=V2×L2,
其对应的范数为

‖(u,ut)‖2Ht =‖u‖2V2 +췍(t)‖ut‖2.
设(X,d)是完备的度量空间,(Q,ρ)为度量空间,也称为符号空间,θ={θt}t∈ℝ是定义在Q 上的动力

系统,且满足:

1)∀q∈Q,θ0(q)=q;
2)∀q∈Q,t,τ∈ℝ,θt+τ(q)=θt(θτ(q));
3)(t,q)→θt(q)连续.
如果映射χ:ℝ+×Q×X→X 满足下列条件:

1)∀(q,x)∈Q×X,χ(0,q,x)=x;
2)∀s,t∈ℝ+,(q,x)∈Q×X,χ(t+s,q,x)=χ(s,θt(q),χ(t,q,x)).

则称映射χ:ℝ+×Q×X→X 是由θ诱导出的共圈函数.
定义1[10] 设X 为Banach空间,B 为X 中的有界集,Φ(·,·)是定义在X×X 上的函数,如果

对任意的序列{xn}∞n=1⊂B,存在子列{xnk
}∞k=1⊂{xn}∞n=1,使得

lim
l→∞
lim
k→∞

Φ(xnk
,xnl
)=0,

则称Φ(·,·)为X×X 上的收缩函数,C表示定义在X×X 上收缩函数的集合.
定理1[10,12] 令(θ,χ)为Q×X 上的非自治动力系统,假设集合族D={Dq}q∈Q为χ 的拉回吸收集,

且χ是拉回D-渐近紧的,则χ拥有拉回吸引子A={Aq}q∈Q,其中

Aq=∩
t≥0
∪
s≥t

χ(s,θ-s(q),Dθ-s
(q)),  q∈Q. (10)

  定理2[10] 令(θ,χ)为Q×X 上的非自治动力系统,有界集族D={Dq}q∈Q和췍D={췍Dq}q∈Q满足对

任意的q∈Q,存在一个tq=t(q,D,췍D)≥0,使得

χ(t,θ-t(q),Dθ-t
(q))⊂췍Dq,  ∀t≥tq. (11)

假设对任意的췍>0,q∈Q,存在一个t=t(췍,췍D,q)≥0及定义在 췍Dθ-t(q)×췍Dθ-t(q)
上的收缩函数

Φt,q(·,·),使得对任意的x,y∈췍Dθ-t(q)
,有

‖χ(t,θ-t(q),x)-χ(t,θ-t(q),y)‖X ≤췍+Φt,q(x,y),
则称χ在X 上是拉回D-渐近紧的.

2 主要结果

2.1 解的存在唯一性

方程(2)解的存在性可通过标准的Faedo-Galerkin方法得到.
定理3 假设条件(H1)~(H4)成立,y0∈Hτ,g∈L2loc(ℝ,L2(Ω)),则在区间[τ,t]上,对任意的

初值(u0,v0),问题(2)存在唯一解

u∈C([τ,t],V2(Ω)),  ut∈C([τ,t],L2(Ω)).
  记

y0=yτ={u0,u1},  y(t)={u(t),ut(t)}.
由问题(2),可在空间Ht 中构造一个非自治动力系统,对任意的t,τ∈ℝ,令Q=ℝ,θt(τ)=τ+t,
并定义

χ(t,τ,y0)=y(t+τ,τ,y0)={u(t+τ),ut(t+τ)}, τ∈ ℝ, s,t≥0, y0 ∈Hτ. (12)

  由方程(1)解的存在唯一性可知

χ(t+s,τ,y0)=χ(t,s+τ,χ(s,τ,y0)), τ∈ ℝ, s,t≥0, y0 ∈Hτ,
且对任意的τ∈ℝ,t≥0,则由式(12)定义的映射χ(t,τ,·):Hτ→Ht 是连续的.因此,映射χ是Ht 上
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的共圈映射.因为g∈L2loc(ℝ,L2(Ω))满足式(7),故设Rδ 是所有函数r:ℝ→(0,+∞)的集合,满足

lim
t→-∞

eδtr2(t)=0, (13)

且Dδ,Ht
是对任意的r̂D∈Rδ,使得 D(t)⊂췍B(0;r̂D(t))的所有 D̂={D(t),t∈ℝ}的集类,其中

췍B(0,r̂D(t))是以0为中心、r̂D(t)为半径的闭球.
2.2 拉回吸收集的存在性

下面对方程(2)的解在空间Ht 中做先验估计.令K(t)=12ε
(t)‖ut‖2+12‖u‖

2
V2
,定义能量函数

E(t)=K(t)+∫Ω
F(u)dx. (14)

由V2 Lp+1和式(6)可得

∫Ω
F(u)dx≤C∫Ω

(u 2+ u p+1)dx≤C(‖u‖2+‖u‖p+1
p+1)≤

C(‖u‖2V2 +‖u‖p+1
V2
)≤Q(‖u‖2V2), (15)

其中Q(·)是递增函数.结合式(8)和式(15)可知存在正常数C1,使得

C1K(t)-C≤E(t)≤Q(K(t)). (16)

  将方程(2)与ut+δu在L2 中做内积,可得

d
dtE1(t)+N(‖u‖2V1)‖ut‖2Vθ +δ[‖u‖2V2 +<f(u),u>]-ε′(t)

2 ‖ut‖2-δε′(t)<ut,u>-

δε(t)‖ut‖2-δN′(A1/4u,A1/4ut)‖u‖2Vθ =<g(t),ut+δu>, (17)
其中

E1(t)=E(t)+δε(t)<ut,u>+δ
2N(‖u‖2V1)‖u‖

2
Vθ.

因为

<g(t),ut+δu>≤aδ2
4λ1
‖u‖2V2 +a

4‖ut‖2+aδ
2
<u,ut>+1a‖g

(t)‖2, (18)

所以有

d
dtE1(t)+δE1(t)+G(t)≤ 1a‖g

(t)‖2, (19)

其中

G(t)=N(‖u‖2V1)‖ut‖2Vθ + -ε′(t)
2 -3δε

(t)
2 -αæ

è
ç

ö

ø
÷

4 ‖ut‖2+δ<f(u),u>-δ∫Ω
F(u)dx+

δ
2-αδ2

4λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
‖u‖2V2 -δN′(‖u‖2V1)(A

1/4u,A1/4ut)‖u‖2Vθ -

δ
2N(‖u‖2V1)‖u‖

2
Vθ - δε′(t)+αδ

2+δ2ε(tæ

è
ç

ö

ø
÷)<ut,u>. (20)

由式(8),(9)可得

δ <f(u),u>-∫Ω
F(u)d[ ]x ≥-δη

2λ1
‖u‖2V2 -δC. (21)

由Young不等式和Hölder不等式可得

δN′(‖u‖2V1)<A
1/4u,A1/4ut>≤Cδ <A1/2u,ut>≤δη

2‖u‖
2
V2 +δ

2η
‖ut‖2, (22)

ε′(t)<ut,u>≤L‖ut‖‖u‖ ≤ L2
4ηλ1

‖ut‖2+η‖u‖2 ≤
L2
4ηλ1

‖ut‖2+η
λ1
‖u‖2V2, (23)

ε(t)<ut,u>≤L
4‖ut‖2+Lδ2

λ1
‖u‖2V2. (24)

将式(21)~(24)代入式(20)可得

G(t)≥ N(‖u‖2V1)‖ut‖2Vθ + δ
2-αδ2

4λ1-αδ
4-Lδ4

λ1 -ηδ
2λ1-δη

2-ηδ
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
‖u‖2V2 -δC+
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-ε′(t)
2 -α

2-δL2

4ηλ1
-αδ
4-δ

2η
-3δLæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ‖ut‖2. (25)

取δ,η足够小,使得

δ
2-αδ2

2λ1-αδ
2-Lδ4

λ1 -ηδ
2λ1-C(δ)

2 -ηδ
λ1 ≥

0,

-ε′(t)
2 -α

2-δL2

4ηλ1
-αδ
4-δ

2η
-3δL2 ≥0,

从而有

d
dtE1(t)+δE1(t)≤δC+2a‖g

(t)‖2. (26)

对式(26)两边同乘eδt,并在[t-τ,t]上积分可得

E1(t)≤e-δτE1(t-τ)+C(1-e-δτ)+2αe
-δt∫

t

t-τ
e-δs‖g(s)‖2ds.

对任意的y0∈Dt-τ,t∈ℝ,τ>0,有

sup
y0∈Dt-τ

E1(t-τ)=sup
y0∈Dt-τ

1
2‖v0‖

2
V2 +12ε

(t-τ)‖u1‖2+∫Ω
F(u0)dx{ +

δε(t-τ)<u0,v0>+δ
2N(‖u0‖2V1)‖u0‖

2
V }θ < ∞.

从而对任意的y0∈Dt-τ,t∈ℝ,τ>0,有

‖χ(τ,t-τ,y0)‖2Ht ≤2Ce
-δtE1(t-τ)+2C(1-e-δτ)+2αe

-δt∫
t

t-τ
e-δs‖g(s)‖2ds,

所以‖χ(τ,t-τ,y0)‖2Ht有界.假设

(Rδ(t))2=2C(1-e-δτ)+2αe
-δt∫

t

t-τ
e-δs‖g(s)‖2ds,

考虑Ht 中的闭球B̂δ,Ht
,定义B̂δ,Ht={y∈Ht:‖y‖2Ht≤(Rδ(t))2},结合式(13)可知,̂Bδ,Ht

是共圈χ 的

拉回Dδ,Ht
吸收集.

定理4 假设条件(H1)~(H4)成立,则方程(2)产生的非自治动力系统(θ,χ)在 Ht 中存在拉回

Dδ,Ht
吸收集.
证明:由先验估计可直接得出方程(2)产生的非自治动力系统(θ,χ)在Ht 中存在拉回Dδ,Ht

吸收集.

3 拉回吸引子的存在性

引理1 假设条件(H1)~(H4)成立,则定义在X×X 上的函数Φ(·,·)是收缩函数.
证明:对任意的t∈ℝ,令yi=(ui(t),uit(t))(i=1,2)为问题(2)关于初值yi

0=(ui
0,vi

0)∈Dt-τ×
Dt-τ的解,其中i>0.记w(t)=u1(t)-u2(t),且w(t)满足:

ε(t)wtt+Aw+Y12Aθ/2wt+췍Y12Aθ/2(u1t+u1t)+f(u1)-f(u2)=
    g1(x,t)-g2(x,t), x∈Ω, t≥τ,

w(x,τ)=u10-u20, wt(x,τ)=v10-v20, x∈Ω

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(27)

其中

Y12=12
(N(‖u1‖2V1)+N(‖u2‖2V1)),

췍Y12=12∫
1

0
N′(λ‖u1‖2V1 +(1-λ)‖u2‖2V1)dλ<A

1/4(u1+u2),A1/4w>.

记

Gw(t)=12∫Ω
(ε(t)wt

2+ A1/2w 2)dx.

用eβtwt(t)与式(27)在L2(Ω)中做内积,有
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d
dte

βtGw(t)-e
βtε′(t)
2 ‖wt‖2+∫Ω

eβtY12 Aθ/4wt
2dx+

∫Ω
eβt췍Y12Aθ/4(u1t+u2t)·Aθ/4wtdx+∫Ω

eβt(f(u1)-f(u2))wtdx=

βeβtGw(t)+∫Ω
eβt(g1-g2)wtdx. (28)

将式(28)在[s,t]上积分,并由ε′(·)<0可得

eβtGw(t)-eβtGw(s)+∫
t

s∫Ω
eβζY12 Aθ/4wt(ζ)2dxdζ+∫

t

s∫Ω
eβζ(f(u1)-f(u2))wt(ζ)dxdζ+

∫
t

s∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(u1t+u2t)·Aθ/4wt(ζ)dxdζ≤

β∫
t

s
eβζGw(ζ)dζ+∫

t

s∫Ω
eβt(g1-g2)wt(ζ)dxdζ. (29)

将式(29)关于s在[t-τ,t]上积分,有

τeβtGw(t)-∫
t

t-τ
eβsGw(s)ds+∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ(f(u1)-f(u2))wt(ζ)dxdζds+

∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζY12 Aθ/4wt(ζ)2dxdζds+

∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(u1t+u2t)·Aθ/4wt(ζ)dxdζds≤

β∫
t

t-τ∫
t

s
eβζGw(ζ)dζds+∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβt(g1-g2)wt(ζ)dxdζds. (30)

用eβtw(t)与式(27)在L2(Ω)中做内积,有

d
dte

βtε(t)<w,wt>+∫Ω
eβt A1/2w 2dx-∫Ω

eβtε(t)wt
2dx-eβt(ε′(t)+βε(t))<w,wt>=

-∫Ω
eβtY12Aθ/4wt·Aθ/4wdx-∫Ω

eβt췍Y12Aθ/4(u1t+u2t)·Aθ/4wdx+

∫Ω
eβt(g1-g2)wdx-∫Ω

eβt(f(u1)-f(u2))wdx. (31)

对式(31)在[s,t]上积分,有

∫
t

s∫Ω
eβζ A1/2w(ζ)2dxdζ+∫Ω

eβtε(t)wt(t)w(t)dx=

∫Ω
eβsε(s)wt(s)w(s)dx+∫

t

s∫Ω
eβζε(ζ)wt(ζ)2dxdζ+∫

t

s∫Ω
eβζ(g1-g2)w(ζ)dxdζ+

∫
t

s∫Ω
eβζ(ε′(ζ)+βε(ζ))wt(ζ)w(ζ)dxdζ-∫

t

s∫Ω
eβζY12Aθ/4wt·Aθ/4w(ζ)dxdζ-

∫
t

s∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(u1t+u2t)·Aθ/4w(ζ)dxdζ-∫

t

s∫Ω
eβζ(f(u1)-f(u2))w(ζ)dxdζ. (32)

对式(32)关于s在[t-τ,t]上积分,并在其左右两边同时乘以β,有

β∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ A1/2w(ζ)2dxdζds+β∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζε(ζ)wt(ζ)2dxdζds=

    β∫
t

t-τ∫Ω
eβsε(s)wt(s)w(s)dxds+2β∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζε(ζ)wt(ζ)2dxdζds+

    β∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζε(ζ)(ε′(ζ)+βε(ζ))wt(ζ)w(ζ)dxdζds-βτ∫Ω

eβtε(t)wt(t)w(t)dx-

    β∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζY12Aθ/4wt·Aθ/4w(ζ)dxdζds+β∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ(g1-g2)w(ζ)dxdζds-

    β∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(u1t+u2t)·Aθ/4w(ζ)dxdζds-

    β∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ(f(u1)-f(u2))w(ζ)dxdζds. (33)
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将式(33)代入式(30)可得

τeβtGw(t)-∫
t

t-τ
eβsGw(s)ds≤β

2∫
t

t-τ∫Ω
eβζε(ζ)wt(ζ)w(ζ)dxdζ+β∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζε(ζ)wt(ζ)2dxdζds+

β
2∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζε(ζ)(ε′(ζ)+βε(ζ))wt(ζ)w(ζ)dxdζds-β

2τ∫Ω
eβtε(t)wt(t)w(t)dx-

β
2∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζY12Aθ/4wt·Aθ/4w(ζ)dxdζds+β

2∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ(g1-g2)w(ζ)dxdζds-

β
2∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ(f(u1)-f(u2))w(ζ)dxdζds-∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζY12 Aθ/4wt(ζ)2dxdζds-

∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ(f(u1)-f(u2))wt(ζ)dxdζds-∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ(g1-g2)wt(ζ)dxdζds-

β
2∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(u1t+u2t)·Aθ/4w(ζ)dxdζds-

∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(u1t+u2t)·Aθ/4wt(ζ)dxdζds. (34)

将式(31)在[t-τ,t]上积分可得

∫
t

t-τ∫Ω
eβζ A1/2w(ζ)2dxdζ=∫Ω

eβ(t-τ)ε(t-τ)wt(t-τ)w(t-τ)dx+∫
t

t-τ∫Ω
eβζε(ζ)wt(ζ)2dxdζ-

    ∫Ω
eβtε(t)wt(t)w(t)dx+∫

t

t-τ∫Ω
eβζ(ε′(ζ)+βε(ζ))wt(ζ)w(ζ)dxdζ-

    ∫
t

t-τ∫Ω
eβζY12Aθ/4wt·Aθ/4w(ζ)dxdζ-∫

t

t-τ∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(u1t+u1t)·Aθ/4w(ζ)dxdζ-

    ∫
t

t-τ∫Ωeβζ(f(u1)-f(u2)w(ζ)dxdζ+∫
t

t-τ∫Ω
eβζ(g1-g2)w(ζ)dxdζ. (35)

将式(35)代入式(34)可得

τeβtGw(t)+∫
t

t-τ
eβsGw(s)ds≤β

2∫
t

t-τ∫Ω
eβζε(ζ)wt(ζ)w(ζ)dxdζ+β∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζε(ζ)wt(ζ)2dxdζds+

β
2∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ(ε′(ζ)+βε(ζ))wt(ζ)w(ζ)dxds- 1+βτæ

è
ç

ö

ø
÷

2∫Ω
eβtε(t)wt(t)w(t)dx-

β
2∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζY12Aθ/4wt·Aθ/4w(ζ)dxdζds+∫

t

t-τ∫Ω
eβζ(g1-g2)w(ζ)dxdζ-

β
2∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ(f(u1)-f(u2))w(ζ)dxdζds-∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζY12 Aθ/4wt(ζ)2dxdζds-

∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ(f(u1)-f(u2))wt(ζ)dxdζds+∫Ω

eβ(t-τ)ε((t-τ))wt(t-τ)w(t-τ)dx+

2∫
t

t-τ∫Ω
eβζε(ζ)wt(ζ)2dxdζ-∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(u1t+u2t)·Aθ/4wt(ζ)dxdζds-

∫
t

t-τ∫Ω
eβζY12Aθ/4wt·Aθ/4w(ζ)dxdζ-∫

t

t-τ∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(u1t+u2t)·Aθ/4w(ζ)dxdζ-

∫
t

t-τ∫Ω
eβζ(f(u1)-f(u2))w(ζ)dxdζ+∫

t

t-τ∫Ω
eβ(ε′(ζ)+βε(ζ))wt(ζ)w(ζ)dxdζ-

β
2∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(u1t+u2t)·Aθ/4w(ζ)dxdζds-

∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ(g1-g2)wt(ζ)dxdζds. (36)

将式(28)在[t-τ,t]上积分,并结合ε′(·)<0可得

-∫
t

t-τ
eβζGw(ζ)dζ≤

1
β
eβ(t-τ)Gw(t-τ)-1

β
eβtGwt-1

β∫
t

t-τ∫Ω
eβζY12 Aθ/4wt(ζ)2dxdζ+

1
β∫

t

t-τ∫Ω
eβζ(g1-g2)wt(ζ)dxdζ-1

β∫
t

t-τ∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(u1t+u2t)·Aθ/4wt(ζ)dxdζ-
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1
β∫

t

t-τ∫Ω
eβζ(f(u1)-f(u2))wt(ζ)dxdζ-

1
β∫

t

t-τ∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(u1t+u2t)·Aθ/4wt(ζ)dxdζ. (37)

将式(37)代入式(36),有

τeβtGw(t)≤β
2∫

t

t-τ∫Ω
eβζε(ζ)wt(ζ)w(ζ)dxdζ+β∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζε(ζ)wt(ζ)2dxdζds+

β
2∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ(ε′(ζ)+βε(ζ))wt(ζ)w(ζ)dxdζds- 1+βτæ

è
ç

ö

ø
÷

2∫Ω
eβtε(t)wt(t)w(t)dx-

β
2∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζY12Aθ/4wt·Aθ/4w(ζ)dxdζds-∫

t

t-τ∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(u1t+u2t)·Aθ/4w(ζ)dxdζ-

β
2∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ(f(u1)-f(u2))w(ζ)dxdζds-∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζY12 Aθ/4wt(ζ)2dxdζds-

∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ(f(u1)-f(u2))wt(ζ)dxdζds-1

β∫
t

t-τ∫Ω
eβζY12 Aθ/4wt(ζ)2dxdζ+

2∫
t

t-τ∫Ω
eβζε(ζ)wt(ζ)2dxdζ-∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζY12Aθ/4(u1t+u2t)·Aθ/4wt(ζ)dxdζds-

∫
t

t-τ∫Ω
eβζY12Aθ/4wt·Aθ/4w(ζ)dxdζ-β

2∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(u1t+u2t)·Aθ/4w(ζ)dxdζds-

∫
t

t-τ∫Ω
eβζ(f(u1)-f(u2))w(ζ)dxdζ+∫

t

t-τ∫Ω
eβζ(ε′(ζ)+βε(ζ))wt(ζ)w(ζ)dxdζ-

1
β∫

t

t-τ∫Ω
eβζY12Aθ/4(u1t+u2t)·Aθ/4wt(ζ)dxdζ-1

β∫
t

t-τ∫Ω
eβζ(f(u1)-f(u2))wt(ζ)dxdζ+

1
β
eβ(t-τ)Gw(t-τ)+∫Ω

eβ(t-τ)ε((t-τ))wt(t-τ)w(t-τ)dx+

1
β∫

t

t-τ∫Ω
eβζ(g1-g2)wt(ζ)dxdζ+∫

t

t-τ∫Ω
eβζ(g1-g2)w(ζ)dxdζ-

∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ(g1-g2)wt(ζ)dxdζds. (38)

下面估计式(38)中的一些项:

∫
t

t-τ∫Ω
eβζε(ζ)wt(ζ)w(ζ)dxdζ≤βL

4 eβt‖w(t)‖2+∫
t

t-τ
eβζ‖w(ζ)‖2xd( )ζ , (39)

β
2∫

t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ(ε′(ζ)+βε(ζ))wt(ζ)w(ζ)dxdζds≤

   βL
4∫

t

t-τ
(eβt‖w(t)‖2-eβs‖w(s)‖2-βτeβζ‖w(ζ)‖2)dζ+β2

4(τε(t)eβt‖w(t)‖2-

    ∫
t

t-τ
ε(ζ)eβζ‖w(ζ)‖2dζ+τL∫

t

t-τ
eβζ‖w(ζ)‖2dζ-βτ∫

t

t-τ
eβζ‖w(ζ)‖2dζ)≤

    β2τL
4 e

βt‖w(t)‖2-βL
4
(1+βτ)∫

t

t-τ
eβζ‖w(ζ)‖2dζ+β2τL

4∫
t

t-τ
eβζ‖w(ζ)‖2dζ=

    β2τL
4 -βL

4
(1+βτ

æ

è
ç

ö

ø
÷)∫

t

t-τ
eβζ‖w(ζ)‖2dζ+β2τL

4 e
βt‖w(t)‖2. (40)

结合式(38)~(40),令

Φt,τ((u10,v10),(u20,v20))=-βLe-βt

2∫
t

t-τ
eβζ‖w(ζ)‖2dζ+

    e
-βt

τ
β2τL
4 -βL

4
(1+βτ

æ

è
ç

ö

ø
÷)∫

t

t-τ
eβζ‖w(ζ)‖2dζ+

    βe-βt

τ∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζε(ζ)wt(ζ)2dxdζds+βLe-βt

4τ eβt‖w(t)‖2+∫
t

t-τ
eβζ‖w(ζ)‖2d( )ζ -
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(1+βτ)e-βt

2τ ∫Ω
eβtε(t)wt(t)dx-e

-βt

βτ∫
t

t-τ∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(u1t+u2t)Aθ/4wt(ζ)dxdζ-

    βe-βt

2τ∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζY12Aθ/4wtAθ/4w(ζ)dxdζds-e

-βt

βτ∫
t

t-τ∫Ω
eβζY12 Aθ/4wt(ζ)2dxdζ-

    e
-βt

τ∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ(f(u1)-f(u2))wt(ζ)dxdζds-βLe-βt

2∫
t

t-τ
eβζ‖w(ζ)‖2dζ-

    e
-βt

τ∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(u1t+u2t)·Aθ/4wt(ζ)dxdζds+β2L

4 ‖w(t)‖2-

    e
-βt

τ∫
t

t-τ∫Ω
eβζY12Aθ/4wtAθ/4w(ζ)dxdζ-e

-βt

τ∫
t

t-τ∫Ω
eβζ(f(u1)-f(u2))w(ζ)dxdζ+

    e
-βt

βτ∫
t

t-τ∫Ω
eβζ(g1-g2)wt(ζ)dxdζ-e

-βt

τ∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζY12 Aθ/4wt(ζ)2dxdζds-

    e
-βt

βτ∫
t

t-τ∫Ω
eβζ(f(u1)-f(u2))wt(ζ)dxdζ+e

-βt

τ∫
t

t-τ∫Ω
eβζ(g1-g2)w(ζ)dxdζ-

    e
-βt

τ∫
t

t-τ∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(u1t+u2t)Aθ/4w(ζ)dxdζ+2e

-βt

τ∫Ω
eβζε(ζ)wt(ζ)2dxdζ-

    βe-βt

2τ∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ(f(u1)-f(u2))w(ζ)dxdζds-

    βe-βt

2τ∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(u1t+u2t)·Aθ/4w(ζ)dxdζds-

    e
-βt

τ∫
t

t-τ∫
t

s∫Ω
eβζ(g1-g2)wt(ζ)dxdζds, (41)

则有

Gw(t)≤Ce
-βt

τ
췍R2

t-τ+Φt,τ((u10,v10),(u20,v20)), (42)

其中

췍R2
t-τ=1

β
eβ(t-τ)Gw(t-τ)+∫Ω

eβ(t-τ)ε((t-τ))wt(t-τ)w(t-τ)dx.

  令(un,unt)是对应于初值(ui
0,ui

10)∈Dt-τ0×Dt-τ0
的解.已知‖un‖2V2有界,由条件(H1)可知,对

任意固定的t-τ0,存在ζ∈[t-τ0,t],使得ε(ζ)有界,所以ε(ζ)‖unt‖2 有界,因此‖un‖2V2+
ε(ζ)‖unt‖2有界.根据Alaoglu定理可知,un→u 在L∞([t-τ0,t];V2)中弱*收敛,∂tun→∂tu 在

L2([t-τ0,t];Vθ)中弱收敛,∂tun→∂tu 在L∞((t-τ0,t];L2)中弱*收敛,在L2([t-τ0,t];V2)中

un→u,在L2([t-τ0,t];L2)中∂tun→∂tu,在L2([t-τ0,t];V2θ)中un→u,其中用到了θ<2θ<2.此外,
因为2≤p<pθ=5+4θ,所以有嵌入V2 L2,V2 Lp+1.下面依次处理式(41)中的每一项:

lim
n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0∫
t

s∫Ω
eβζ unt-umt

2dxdζds=0,

lim
n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0∫
t

s∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(unt+umt)Aθ/4(unt-umt)dxdζds=0,

lim
n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(unt+umt)Aθ/4(unt-umt)dxdζ=0,

lim
n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0∫
t

s∫Ω
eβζY12 Aθ/4(unt-umt)2dxdζds=0,

lim
n→∞

lim
m→∞∫

t

t-τ0∫Ω
eβζε(ζ)(unt-umt)2dxdζ=0,

lim
n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0∫Ω
eβζY12 Aθ/4unt-umt

2dxdζ=0,

lim
n→∞
lim
m→∞∫Ω

eβtε(t)(unt-umt)dx=0,
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lim
n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0
eβζ‖un -um‖2dζ≤lim

n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0
eβζ‖un -um‖2V2dxdζ=0.

由Hölder不等式和Sobolev嵌入可得

lim
n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0∫Ω
eβζ(f(un)-f(um))·(unt -umt

)dxdζ ≤

Clim
n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0
eβζ(1+‖un‖p-1

p+1+‖um‖p-1
p+1)‖un -um‖p-1

p+1‖unt -umt‖
p-1
p+1dζ≤

Clim
n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0
eβζ(1+‖un‖p-1

V2 +‖um‖p-1
V2
)‖un -um‖p-1

V2 ‖unt -umt‖
p-1
V2dζ=0.(43)

对于固定的t,∫
t

s∫Ω
eβζ(f(un(ξ))-f(um(ζ)))(unt

(ζ)-umt
(ζ))dxdζ 有界,由Lebesgue控制收敛

定理可得

lim
n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0∫
t

s∫Ω
eβζ(f(un(ζ))-f(um(ζ)))(unt

(ζ)-umt
(ζ))dxdζds=

∫
t

t-τ0
lim
n→∞
lim
m→∞∫

t

s∫Ω
eγζ(f(un(ζ))-f(um(ζ)))(unt

(ζ)-umt
(ζ))dxd( )ζ ds=0.

类似地,有

lim
n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0∫
t

s∫Ω
eβζ(f(un)-f(um))(un -um)dxdζds=0,

lim
n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0∫Ω
eβζY12Aθ/4(unt-umt)Aθ/4(un -um)dxdζ≤

Clim
n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0
eβζ‖(unt-umt)‖Vθ‖(un -um)‖Vθdζ=0.

对于固定的t,∫
t

s∫Ω
eβζY12Aθ/4(unt-umt)Aθ/4(un -um)dxdζ 有界,由Lebesgue控制收敛定理可得

lim
n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0∫
t

s∫Ω
eβζY12Aθ/4(unt-umt)Aθ/4(un -um)dxdζds=0,

lim
n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(unt+umt)Aθ/4(un -um)dxdζ≤

Clim
n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0
eβζ‖un -um‖∫

t

t-τ0
Aθ/4(unt+umt) Aθ/4(un -um)dxdζ≤

Clim
n→∞
lim
m→∞
(sup
ζ∈[t-τ0,t]

eβζ‖un -um‖)∫
t

t-τ0

(‖unt‖2Vθ +‖unt‖2Vθ
)d( )ζ

1/2

×

∫
t

t-τ0
‖un -um‖2Vθd( )ζ

1/2

=0.

进而有

lim
n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0∫
t

s∫Ω
eβζ췍Y12Aθ/4(unt+umt)Aθ/4(un -um)dxdζds=0.

因为

lim
n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0∫Ω
eβζ gn -gm unt-umt dxdζ=0,

再结合Lebesgue控制收敛定理可得

lim
n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0∫
t

s∫Ω
eβζ gn -gm unt-umt dxdζds=0,

而

lim
n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0∫Ω
eβζ gn -gm un -um dxdζ≤lim

n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0
eβζ‖gn -gm‖‖un -um‖dζ≤

lim
n→∞
lim
m→∞∫

t

t-τ0
eβζ‖gn -gm‖‖un -um‖V2dζ=0,

022   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第62卷 



因此可知Φt,τ0
((u10,v10),(u20,v20))为Dt-τ0×Dt-τ0

上的收缩函数.
定理5 假设条件(H1)~(H4)成立,则由问题(2)的解生成的非自治动力系统(θ,χ)在Ht 中存在

时间依赖拉回吸引子.
证明:由引理1知,Φt,τ0

(·,·)是一个收缩函数,结合定理2和定理3可知,问题(2)的解生成的

非自治动力系统(θ,χ)在Ht 中存在时间依赖拉回吸引子.
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