
第25卷  第2期

2026年6月

西北工程技术学报（中英文） Vol.25  No.2
Journal of Northwest Engineering Technology Jun. 2026

缺口型柔性铰链柔度闭式解的建立与验证方法

莫钊郁， 魏华贤*， 陈俊强， 杨凡骁， 蔡昭寅
（汕头大学 工学院，广东 汕头 515063）

摘 要：现有缺口型柔性铰链的柔度闭式解虽已广泛明确且成熟，但鲜有针对其建立过程与验证方法的详细论述。

为了解决新型柔铰设计开发时存在理论计算参考不足的问题，基于经典材料力学中等截面梁与变截面梁在线性小

变形条件下的变形分析过程与方法，详述了应用积分法建立缺口型柔性铰链柔度闭式解的过程，进一步开展了有

限元分析与实验测试。结果表明，闭式解与有限元结果和实验结果的误差分别约为 7% 和 6%。
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柔顺机构（亦称柔性机构）是现代机构学研究的

重要领域，其通过自身全部或部分结构的弹性变形

实现运动、能量或力的传递与转换，具备体积小、无

间隙、无摩擦、成本低、无需润滑且免装配等优势，在

精密运动定位、高频伺服阀、激光操纵、多维测力传

感器及微纳器件等领域有着广泛应用［1-7］。柔性铰

链（柔铰）是柔顺机构的基本运动副单元，现已发展

出多种结构类型，其中缺口型柔铰集成度高、设计与

制造简便，研究及应用最为广泛。柔铰是通过自身

材料弹性变形产生相对运动的联接结构，兼具机构

与结构双重属性，因此明确其受载与结构变形的刚

柔度特性是开展机构设计与分析的重要基础，国内

外众多学者对此展开了深入研究。早在 1965 年，

Paros 等［8］对缺口型柔铰的柔度计算理论进行了系

统研究，建立了理论计算公式，并给出了工程应用的

简化公式，但其精度随着铰链厚度的增加而降低。

为此，吴鹰飞等［9-10］进一步给出了一般柔铰柔度公

式的精确解，与 Paros 等学者所建模型保持了较高

的一致性，为柔铰小变形条件下的理论分析方法与

过程构建了框架基础。

近年来，随着柔铰设计技术与应用领域的快速

拓展，理论计算公式对工程应用发挥了积极作用。

例如，Yong［11］等基于有限元分析建立了正圆缺口型

柔铰的柔度经验公式，提升了计算精度与适用范围；

Lobontiu 等［12-14］、Smith 等［15］以及陈贵敏等［16-18］针对

直梁型、椭圆型与抛物线型等常用的柔铰结构推导

了柔度闭式方程，可快速比较不同构型的特性差异，

为不同应用场景提供优化选择，受到广泛关注。这

说明易于工程应用的设计公式具有重要意义。但随

着柔铰结构日益丰富与复杂，分析理论与方法面临

新的挑战。朱本亮等［19-21］基于拓扑优化开展了柔铰

结构的创新设计，发现并提出了孔洞型等新型结构；

魏华贤等［22-24］提出了一类基于椭圆横截面的新型柔

铰结构，建立了其柔度、精度与应力的理论计算模

型，拓展了缺口型柔铰的结构体系。由于部分新型

柔铰结构复杂而难以获得显式公式，朱志伟等［25］、

凌明祥等［26-28］研究了柔度离散计算方法，可实现复

杂构型柔铰的计算分析，但线弹性梁理论仍是柔铰

小变形计算分析的基础。

目前，缺口型柔铰的柔度公式已较为成熟，如何

通过有限次标准运算获得其柔度闭式表达式，是明

确柔度特性与结构参数关联性、理解柔铰机构-结构
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双重属性及开展性能优化的重要基础。柔铰本质上

可视为变截面梁结构，与材料力学理论中的经典梁

结构既有联系又有区别，梁的受力变形分析理论与

方法是研究柔铰柔度特性的重要途径。然而由于柔

铰缺口的特殊性与多样性，现有研究鲜有针对柔铰

柔度建立过程与验证方法的详细论述，不利于相关

设计技术的推广应用。特别是，明确传统机构学中

铰链联接运动功能与结构力学分析理论的联系，可

为设计人员提供重要理论参考，如开展结构选择与

参数设计、使用柔度矩阵法分析机构刚度与静力运

动学以及动力学建模与分析等［29］。因此，本文针对

缺口型柔铰柔度闭式解的建立与验证方法展开研

究。首先，根据材料力学建立等截面与渐变截面梁

在复合受载时的柔度方程，以明确理论关联性；进而

分别给出圆弧缺口型单轴与多轴柔铰闭式柔度方程

的积分法推导过程；最后通过有限元仿真与实验进

行验证。

1　等截面与渐变截面梁的柔度方程

柔性铰链本质上可以看作是一类变截面梁结

构，其柔度方程可基于受力变形分析建立，如图 1 所

示。在现有材料力学理论中，等截面梁作为典型工

程结构，应用积分法计算其受力变形已十分成熟，部

分学者进一步研究了渐变截面梁的受力变形计

算［30］。上述成果是建立柔铰闭式柔度方程的重要基

础，但已有研究结论与当前柔铰柔度的表述存在差

异，且未阐明等截面梁、渐变截面梁的积分法分析与

柔铰柔度计算之间的内在关联，故有必要重新论述。

首先，建立等截面梁与渐变截面梁在平面内受

载变形时的柔度方程。根据柔铰在柔顺机构中的工

作特点，其受力分析采用悬臂梁模型。

如图 1b 所示，令等截面梁一端固定，另一端自

由，并分别施加轴向拉力 Fx、剪切力 Fy 及弯矩Mz。

应明确，为应用积分法建立柔度闭式解，假设各结构

满足连续性、均匀性和各向同性，结构变形为线性小

变形，且满足横断截面的平面假设［31］，即变形前在梁

侧面垂直于轴线的直线，变形后仍为直线且垂直于轴

线。因柔顺机构关注梁末端运动特性，参考刚度系数

可定义 5 个柔度系数：CuxFx、CuyFy、CθzMz
、CθzFy和CuyMz

，

其中下标分别表示所受力（或力矩）及对应的位移

（或转角），如 CuxFx 为轴向力 Fx 引起的 x向位移 ux，
即 ux=CuxFx∙Fx，柔度与刚度互逆。现有材料力学

理论已分别给出等截面梁在三种受载情况下的变形

计算式，即

ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

∆L= FxL
EA

,

θ=ML
EI

,     

δ= FyL3

3EI 。
(1)

式中：∆L、θ、δ 分别为梁末端轴向伸长、转角和挠

度；L为梁的长度；Fx、Fy分别为轴向拉力和剪切力；

E为材料的弹性模量；M为弯矩；A、I分别为等截面

梁横断截面积和截面惯性矩。因满足复合定律，可
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图1　受力分析

Fig.  1　Force analysis
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在图 1 中，L、B、t 分别为梁的长度、宽度和厚

度，可得 A=Bt，I=Bt 3/12。因等截面梁的截面属

性沿轴线恒定，应用积分法可快速建立其柔度计算

式。对于渐变截面梁，柔度计算式复杂性相对增加，

下面予以讨论。

1.1　Fx作用下的轴向拉伸柔度CuxFx

如图 1c 所示，对于渐变截面梁，设其厚度变化

规律为 t= t ( x )。当受到轴向拉伸载荷时，采用微

元法将变截面悬臂梁沿长度方向划分为众多微小单

元段 dx，在每个单元段内，近似认为 A (x) 在该小

段内不变，因此可将每个长度为 dx的微元段近似

看作截面面积为 A (x) 的等截面梁。在轴向拉力 F
的作用下，该微元段的伸长量 dL可表示为

dL= F ( )x
EA ( )x dx。 (3)

A (x) 为微元梁的横截面面积，其变化规律可

根据其几何含义表示为 A (x)=B∙t ( x )。通过对整

梁的长度进行积分可求得渐变截面梁的总拉伸变形

量。根据圣维南原理，由轴向力 F (x)≡F及材料

属性恒定，有

∆L= F
E ∫

0

L 1
A ( )x dx。 (4)

将 A (x)=B∙t ( x ) 代入上式，通过基本换算可

得其柔度闭式解为

CuxFx =
1
EB ∫

0

L 1
t ( x ) dx。 (5)

1.2　 Mz作用下的横向转角柔度CθzMz

根据纯弯矩作用下的挠曲线微分方程，长度为

dx的微元段在弯矩M (x)作用下的弯曲变形为

dθ=M ( )x dx
EIz ( )x 。 (6)

式中：Iz (x)为微元截面对中性轴 z轴的转动惯量。

为求得变截面悬臂梁末端的转角，需要对整个

梁长进行积分，由M (x)≡M可得

θ=M
E ∫

0

L 1
Iz ( )x dx。 (7)

将 Iz (x)= Bt 3 ( x )
12 代入上式，通过基本换算可

得其柔度闭式解为

CθzMz
= 12
EB ∫

0

L 1
t 3 ( x ) dx。 ( 8 )

1.3　弯曲柔度CuyMz
与转角柔度CθzFy

当受到弯矩作用时，梁末端产生挠度；同理，当

受到剪切作用时，梁末端产生转角，两者在数值上相

等，故仅推导后者即可。力 Fy作用下产生的转角为
θz，其等效于绕 z轴弯矩作用下的转角，其中 Mze =
Fy ∙ (L-x)， x∈ (0，L)。与 CθzMz

的求解过程类似，
需考虑弯矩的变化率，可得

CθzFy =
12
EB ∫

0

L L-x
t 3 ( x ) dx。 (9)

1.4　Fy作用下的横向弯曲柔度CuyFy

剪切力作用下梁末端挠度由弯曲和剪切两种变
形产生，分别用 δ b

y 和 δ s
y 表示。挠度与转角的关

系为

δ b
y =∫

0

L

θy(x) dx。 (10)
其 中 ，θy(x) 是 在 等 效 力 矩（Mze =Fy ∙ (L-x)，
 x∈ ( )0，L）作用下的铰链转角的变上限积分，具
体为

θy(x)=∫
0

x Fy ∙ ( )L- u
E∙Iz ( )u du, x∈ (0,L)。 (11)

式中：Iz（u）为梁在距离固定端 u处的截面对 z轴的
惯性矩。

可得

δ b
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0

L é
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x Fy ∙ ( )L- u
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ù

û

ú
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ú dx。 (12)

同时，剪切变形产生的挠度为

δ s
y =∫

0

L é

ë

ê
êê
ê
ê
ê∫

0

x Fy

κG∙A ( )u du
ù

û

ú
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ú dx。 (13)

式中：κ 为矩形截面的剪切系数；G 为材料剪切模
量。κ的公式为

κ= 10 + 10μ
12 + 11μ。 (14)

式中：μ为材料的泊松比。
根据变上限积分的性质，利用分部积分法，上式

总是满足

CuyFy =∫
0

L ( )L-x 2

E∙IZ( )x dx+∫
0

L ( )L-x 2

κG∙A ( )x dx。 (15)

代入截面变化规律，可得其柔度闭式解为

CuyFy =
12
EB ∫

0

L ( )L-x 2

t 3 ( )x dx+ 1
κGB ∫

0

L L-x
t ( )x dx。(16)

对于上述渐变截面梁，在垂直于主要转动轴的
平面内，可得其各柔度因子为
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2　单轴圆弧缺口柔铰的闭式柔度方程

单轴圆弧缺口型柔性铰链结构的几何参数如图

2 所示。该结构的左右两边视为刚性块，中间的柔

性部分可看作是图 1d 所示变截面梁，其长度为

L= 2a，切口半径为 r，宽度为 b，最小厚度为 t，最大

圆心角为 θm。依据几何关系能够得出柔铰厚度变

化率 t (x)为
t (x)= 2r+ t- 2 r 2 - ( )a-x 2

。 (18)
为简化积分，引入圆弧角为积分变量，令 x= r ⋅

sin θ，有
t (θ )= 2r+ t- 2r ⋅ cos θ 。 (19)

微段 dθ处的横截面积可以表示为

A (θ )= bt (θ )。 ( 20 )
微段 dθ处的横截面惯性矩可以表示为

Iy(θ )= Iz (θ )= b
12 t (θ )

3
。 ( 21)

该柔铰存在一个垂直于缺口平面的主要转动

轴，在平面内也可定义 5 个柔度系数，类似渐变截面

梁，考虑截面变化率的差异即可建立各柔度系数。

2.1　Fx作用下的轴向拉伸柔度CuxFx

在轴向载荷 Fx 的作用下沿 x轴发生线变形的

柔度方程为

CuxFx =
1
Eb ∫

0

L 1
t ( )x dx。 (22)

用圆弧角为积分变量，代入截面变化率公式，有

CuxFx =
r
Eb ∫

-θm

θm cos θ
t ( )θ dθ。 (23)

其中，∫
-θm

θm cos θ
t ( )θ dθ 可转化为有理式积分求得其定

解，此处不再赘述。令其积分结果为 N1，代入公式

可得柔度闭式解为

CuxFx =
r
Eb
N1。 (24)

2.2　Mz作用下的横向转角柔度CθzMz

力矩Mz 作用下绕 z轴的转角柔度方程为

CθzMz
= 12
Eb ∫

0

L 1
t 3 ( )x dx。 (25)

用圆弧角为积分变量，代入截面变化率，有

CθzMz
= 12r
Eb ∫

-θm

θm cos θ
t 3 ( )θ dθ。 (26)

其中，∫
-θm

θm cos θ
t 3 ( )θ dθ 可转化为有理式积分求得其定

解。令其积分结果为 N2，代入公式可得柔度闭式

解为

CθzMz
= 12r
Eb

N2。 (27)

2.3　Fy作用下的转角柔度CθzFy和Mz作用下的弯曲

柔度CuyMz

由于这两个柔度因子相似，仅给出由载荷 Mz

引起的沿 y轴的弯曲柔度公式，即 CuyMz
。其方程为

CuyMz
= 12ar

Eb ∫
-θm

θm

  cos θ
t 3 ( )θ dθ- 12r 2

Eb ∫
-θm

θm

  sin θcos θ
t 3 ( )θ dθ。( 28 )

其中 ∫
-θm

θm

  sin θcosθ
t 3 ( )θ dθ的被积函数为奇函数，且积分

区间关于原点对称。令该积分结果为 N3，易得

N3 = 0，代入公式可得柔度闭式解为

CθzFy =CuyMz
= 12ar

Eb
N2。 (29)

2.4　Fy作用下的横向弯曲柔度CuyFy

Fy(a- r sin θ ) 引起的转角变形与剪切变形分

别用 ub
y 和 us

y 表示，其中转角变形表达式为

ub
y= 12Fy

EB ∫
0

L ( )a-x 2

t 3 ( )x dx， (30)

剪切变形表达式为

us
y=

Fy

κGb ∫
0

L 1
t ( )x dx。 (31)

矩形截面的剪切系数同式（14）。
用圆弧角为积分变量，代入截面变化率，得弯曲

变形对应的柔度表达式，由 CuyFy =
ub
y

Fy
+ us

y

Fy
可得：

CuyFy =
12r 3

Eb ∫
-θm

θm

  sin2 θcos θ
t 3 ( )θ dθ+

12a2r
Eb ∫

-θm

θm

  cos θ
t 3 ( )θ d θ+ r

κGb ∫
-θm

θm cos θ
t ( )θ dθ。

(32)

其中，令 ∫
-θm

θm

  sin2 θcos θ
t 3 ( )θ dθ 积分结果为 N4，代入公

式可得柔度闭式解为

CuyFy =
12a2r
Eb

N2 + 12r 3

Eb
N4 + r

κGb
N1。 (33)

y

x

A

A-AAL
�	��	�

d

dx
t(x)

a
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b

t
x θ

-θm θm

θ
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图2　单轴圆弧缺口型柔性铰链结构的几何参数

Fig.  2　Geometric parameters of uniaxial circular 
arc notch flexible hinge
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其中令 s= t
r
，上述积分结果 N1、N2、N4 计算式分

别为

N1 =-θm

r
+

4r+ 2t
r 2 ∙

arctan ( )tan ( )θm

2
s

s+ 4

s ⋅ s+ 4
, (34)

N2 = 4 tan ( )θm

2
ì
í
îïï
s3 ( )tan2( )θm

2 + 1 +

s2( )7tan2( )θm

2 + 5 + 2s ( )9tan2( )θm

2 + 5 +

24tan2( )θm

2
ü
ý
þïï

∙
ì
í
î

ïï

ïïïï
r 3 s2 ( s+ 4 )2é

ë
ê
êê
ês∙tan2( )θm

2 +

s+ 4tan2( )θm

2
ù

û
úúúú

2ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

-1

+

12 ( )s+ 2 arctan ( )tan ( )θm

2
s

s+ 4

r 3 s
5
2 ( s+ 4 )

5
2

,           ( 35 )

N4 =
2 ( )s2 + 5s+ 2 tan ( )θm

2

2r 3 s ( )s+ 4 ( )stan2( )θm

2 + s+ 4tan2( )θm

2

-

 

( )s3 + 6s2 + 6s- 4 arctan ( )tan ( )θm

2
s

s+ 4

2r 3 s
3
2 ( s+ 4 )

3
2

-

4 ( )s+ 2 tan ( )θm

2

2r 3 ( s+ 4 )( stan2( )θm

2 + s+ 4tan2( )θm

2 )2

+ θm

4r 3。  ( 36 )

3　多轴圆弧缺口柔铰的闭式柔度方程

在柔性铰链结构的既有研究体系中，平面单轴

柔性铰链与回转体多轴柔性铰链通常被视为独立的

研究对象。为了进一步完善缺口型柔性铰链柔度闭

式解的构建过程，本文将平面单轴和多轴柔性铰链

统一比较分析。多轴圆弧柔性铰链结构的几何参数

如图 3 所示，其柔度求解过程和结构参数与单轴柔

性铰链类似，其中铰链切口的长度 L= 2a，r为铰链

的切口半径，t为最小厚度，θm 为最大圆心角。以纵

向和高度方向为 x轴和 y轴，建立笛卡儿坐标系。

柔性铰链的受力分析及坐标系建立与单轴柔性

铰链相同，如图 3 所示。由于缺口类型相同，其位于

x处的横断面直径表达式 t (x) 与式（18）相同。同

理，以圆弧角 θ为积分变量，微段 dθ处的横截面积

可表示为

A (θ )= π
4 t

2(θ )。  ( 37 )

微段 dθ处的横截面惯性矩可以表示为

Iy(θ )= Iz (θ )= π
64 t

4 (θ )。 (38)

3.1　Fx作用下的轴向拉伸柔度CuxFx

在轴向载荷 Fx 的作用下沿 x轴发生线变形的

柔度方程为

CuxFx =
4
Eπ ∫

0

L 1
t 2( )x dx。 (39)

以圆弧角为积分变量，代入截面变化率，有

CuxFx =
4r
Eπ ∫

-θm

θm cos θ
t 2( )θ dθ。 (40)

其中 ∫
-θm

θm cos θ
t 2( )θ dθ 可转化为有理式积分，求得其定

解，令其积分结果为 I1，代入公式可得柔度闭式解为

CuxFx =
4r
Eπ I1。 (41)

3.2　Mz作用下的横向转角柔度CθzMz

力矩Mz 作用下绕 z轴的转角柔度方程为

CθzMz
= 64
Eπ ∫

0

L 1
t 4 ( )x dx。 (42)

以圆弧角为积分变量，代入截面变化率，有

CθzMz
= 64r
Eπ ∫

-θm

θm cos θ
t 4 ( )θ dθ。 (43)

其中 ∫
-θm

θm cos θ
t 4 ( )θ dθ 可转化为有理式积分，求得其定

解。令其积分结果为 I2，代入公式可得柔度闭式

解为

CθzMz
= 64r
Eπ I2。 (44)
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图3　多轴圆弧柔性铰链结构的几何参数

Fig.  3　Geometric parameters of the multiaxial 
circular arc flexible hinge
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3.3　
θz
Fy
、、θy
Fz
、、Δy

Mz
和和

Δz

My

由于这些柔度因子相似，仅给出由载荷 Fy 引起

的绕 z轴的转角柔度公式，即 CθzFy。由轴向力 Fy 引

起的绕 z轴的旋转等于等效力矩 Fy(a- r sin θ ) 引
起的旋转，其公式为

θz=∫
-θm

θm ( )a- r ⋅ sin θ Fy ⋅ r ⋅ cos θ
E ⋅ Iz ( )θ dθ。 (45)

其弯曲柔度公式为

CθzFy =
64ar
Eπ ∫

-θm

θm cos θ
t 4 ( )θ dθ。 (46)

可得柔度闭式解为

CθzFy =
64ar
Eπ I2。 (47)

3.4　Fy作用下的横向弯曲柔度CuyFy

与 2.4 节求解过程类似，Fy(a- r sin θ ) 引起的

转角变形与剪切变形分别用 ub
y 和 us

y 表示，其中转

角变形表达式为

ub
y= 64Fy

Eπ ∫
0

L ( )a-x 2

t 4 ( )x dx， (48)

剪切变形表达式为

us
y=

4κFy

Gπ ∫
0

L 1
t 2( )x dx。 (49)

其中圆形截面的剪切系数 κ为

κ= 10
9 。 (50)

以圆弧角为积分变量，代入截面变化率，可得弯

曲变形对应的柔度表达式为

CuyFy =
64r 3 ( )1 + sin2 θm

Eπ ∫
-θm

θm cos θ
t 4 ( )θ dθ-

64r 3

Eπ ∫
-θm

θm cos3 θ
t 4 ( )θ dθ+ 40r

9Gπ ∫
-θm

θm cos θ
t 2( )θ dθ。 (51)

其中 ∫
-θm

θm cos3 θ
t 4 ( )θ dθ可转化为有理式积分，求得其定

解，令其积分结果为 I3，代入公式可得柔度闭式解：

CuyFy =
64r 3 ( )1 + sin2 θm

Eπ I2 - 64r 3

Eπ I3。 (52)

上述积分结果 I1~I3 其表达式分别为

I1 = 4 ( )s+ 2
r 2( )s+ 4

∙

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê
arctan ( )tan ( )θm

2
s

s+ 4

s
3
2 s+ 4

+

ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

útan ( )θm

2

s ( )stan2( )θm

2 + s+ 4tan2( )θm

2

-   

4 arctan ( )tan ( )θm

2
s

s+ 4

r 2 s ( s+ 4 )
3
2

, (53)

I2 =
16 ( )3s2 + 8s+ 10 tan ( )θm

2

3s2r 4 ( )s+ 4 3 ( )stan2( )θm

2 + s+ 4tan2( )θm

2

2 +

16 ( )s2 + 4s+ 5 arctan ( )tan ( )θm

2
s

s+ 4

r 4 s
7
2 ( )s+ 4

7
2

+

4 ( )s3 + 4s2 + 16s+ 20 tan ( )θm

2

r 4 s3 ( )s+ 4 3 ( )stan2( )θm

2 + s+ 4tan2( )θm

2

+

64 ( )s+ 2 tan ( )θm

2

3r 4 s ( )s+ 4 3 ( )stan2( )θm

2 + s+ 4tan2( )θm

2

3 , (54)

I3 =-
8 ( )2s- 5 ( )s+ 2 2 tan ( )θm

2

3r 4 s2( )s+ 4 3 ( )stan2( )θm

2 + s+ 4tan2( )θm

2

2 +

         
4 ( )3s2 + 12s+ 20 arctan ( )tan ( )θm

2
s

s+ 4

r 4 s
7
2 ( )s+ 4

7
2

+

         
4 ( )s3 + 3s2 + 12s+ 20 tan ( )θm

2

r 4 s3 ( )s+ 4 3 ( )stan2( )θm

2 + s+ 4tan2( )θm

2

+

         
16 ( )s+ 2 3 tan ( )θm

2

3r 4 s ( )s+ 4 3 ( )stan2( )θm

2 + s+ 4tan2( )θm

2

3。 (55)

4　柔度方程验证

4.1　有限元验证

在验证所推导的柔性铰链柔度方程的计算精度

时，通常采用与有限元仿真结果对比的方法。针对

上述两类圆弧柔性铰链，分别设计 5 组几何参数开

展算例研究，具体参数如表 1~表 2 所示。材料选

用 7075 铝合金（弹性模量 E=72 GPa、泊松比

μ=0.33）。
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首先，将各算例的几何参数与材料属性代入柔

度公式，计算得到理论柔度值。其次，依据几何参数

建立各算例柔铰的三维模型，并采用 ANSYS 
Workbench 软件建立有限元仿真模型，如图 4 所示。

模型采用四面体与六面体单元自动划分网格

（节点数和单元数分别不低于 82 万个和 19 万个）；

材料选用线弹性模型，边界条件设为悬臂梁形式（一

端固定，另一端分别施加轴向力或转矩）。分别测量

柔铰两端横截面中心点的位移及自由端刚性块端面

的转角，依据柔度定义计算各柔度因子。最后，将理

论计算值与有限元结果进行对比，结果如表 3~表 4
所示。理论值与有限元解的误差均在 7% 以内，与

现有研究［32］相比，本文所推导柔度公式的计算精度

是可接受的。

4.2　实验验证

为了进一步验证所推导柔度理论公式的正确

性，本文加工了柔性铰链样件并开展柔度测试实验。

样件材料为 7075 铝合金，其中样件 1（单轴柔铰）的主

要结构参数为 r= 23 mm、θm = 60 °、t= 7 mm、b=
30 mm，样件 2（多轴柔铰）的主要结构参数为 r=
22 mm、θm = 60 °、t= 8 mm。搭建柔性铰链柔度测

试实验台，如图 5 所示。柔铰一端固定，另一端与刚

性加载块相连；加载块两端通过低弹性尼龙绳挂接

砝码，以此对柔铰施加纯弯曲载荷。同时，借助激光

测距仪测量施力板上两点的位移，通过计算得出柔

性铰链活动端的转角。

实验过程中，通过改变砝码质量调整对加载块

表1　单轴圆弧柔性铰链的几何参数

Tab.  1　Geometric parameters of uniaxial 
circular arc flexible hinge

序号

1
2
3
4
5

a/mm

  3.00
  3.50
  4.00
19.92
24.25

r/mm

  6
  7
  8
23
28

b/mm

10
  5
  5
30
30

t/mm

1.5
1.5
1.0
7.0
2.0

θm/(°)

30
30
30
60
60

表2　多轴圆弧柔性铰链的几何参数

Tab.  2　Geometric parameters of multiaxial 
circular arc flexible hinge

序号

1
2
3
4
5

a/mm

       3
       8
       5
19.05
24.25

r/mm

  6
  8
10
22
28

t/mm

1.0
0.5
0.5
8.0
2.0

θm/(°)

30
90
30
60
60

表3　单轴柔铰理论值与有限元结果对比

Tab.  3　Comparison of theoretical values and finite 
element results for uniaxial flexible hinge

算例结果

1(理论解)
1(有限元)
1(误差)/%

2(理论解)
2(有限元)
2(误差)/%

3(理论解)
3(有限元)
3(误差)/%

4(理论解)
4(有限元)
4(误差)/%

5(理论解)
5(有限元)
5(误差)/%

∆x
Fx

4.34×10−9

4.17×10−9

4.0
9.83×10−9

9.71×10−9

1.2
1.49×10−8

1.52×10−8

1.9
1.64×10−9

1.61×10−9

1.8
4.30×10−9

4.49×10−9

4.2

∆y
Fy

1.83×10−7

1.86×10−7

1.6
5.30×10−7

5.55×10−7

4.5
1.97×10−6

1.98×10−6

0.5
1.06×10−7

1.13×10−7

6.1
3.68×10−6

3.48×10−6

5.7

∆y
Mz

4.79×10−5

4.86×10−5

1.4
1.23×10−4

1.28×10−4

3.9
4.29×10−4

4.31×10−4

0.4
4.62×10−6

4.90×10−6

5.7
1.47×10−4

1.39×10−4

5.7

θz
Mz

1.60×10−2

1.61×10−2

0.6
3.51×10−2

3.61×10−2

2.7
1.07×10−1

1.08×10−1

0.9
2.32×10−4

2.44×10−4

4.9
6.07×10−3

5.73×10−3

5.9

Fy

Mz

Fx

Mz

Fx

Fy

x

x

y

y

z

z

12.50 37.50
0 25.00 50.00 mm

10.00 30.00
0 20.00 40.00 mm

图4　单轴与多轴圆弧柔铰有限元模型及边界条件

Fig.  4　Finite element models of uniaxial and multiaxial 
circular arc flexible hinges and boundary conditions
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施加的拉力，砝码最大质量不超过 2 kg，因此实验

中柔铰在弹性小变形范围内。记录单个载荷作用下

施力板上两点的位移，通过三角运算换算为角度，每

个拉力值测量 3 次，并取柔度平均值作为最终结果，

见表 5。柔度实验结果与理论计算的相对误差最大

值为 6.1%。

5　结论

本文从等截面梁和渐变截面梁的柔度推导出

发，延伸至经典单轴、多轴圆弧柔性铰链柔度闭式解

的理论推导，系统梳理了采用积分法建立柔铰柔度

闭式解的方法过程，并通过有限元仿真和实验进行

了验证。结果表明，闭式解与有限元结果和实验结

果的误差分别约为 7% 和 6%。本文可为设计人员

开展柔性铰链结构设计与分析提供参考。
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∆y
Fy

6.81×10−6

7.00×10−6

2.7

5.74×10−4

6.13×10−4

6.3

2.58×10−4

2.59×10−4

0.3

3.57×10−7

3.79×10−7

5.8

7.75×10−5

7.94×10−5

2.3

∆y
Mz

1.99×10−3

2.04×10−3

2.4

7.08×10−2

7.55×10−2

6.2

4.95×10−2

4.98×10−2

0.6

1.66×10−5

1.76×10−5

5.6

3.13×10−3

3.21×10−3

2.4

θz
Mz

6.65×10−1
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表5　样件实验结果对比

Tab.  5　Comparison of experimental results for samples

样件序号

1
2

柔度/10−4 rad·（N·m)−1

理论结果

2.32
8.73

有限元结果

2.33
9.24

实验结果

2.47
9.30

相对误差/%

6.0
6.1

��

�� ��	 ��� ��

���
�

图5　试验平台

Fig.  5　Experimental platform
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