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凸约束方程组的新型无导数算法
及在信号重构中的应用
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(1.广州华商学院 应用数学系,广州511300;2.百色学院 数学与统计学院,广西 百色533000)

摘要:提出一种新型无导数算法,以解决凸约束非线性方程组问题.该算法利用改进的共轭

参数设计搜索方向,以确保算法的充分下降性和信赖域特性.在适当的假设下,该算法具有

全局收敛性.数值仿真结果表明,该算法在处理凸约束非线性方程组问题和信号重构问题时

具有高效性和鲁棒性.
关键词:凸约束非线性方程组;无导数;全局收敛性;信号重构

中图分类号:O224  文献标志码:A  文章编号:1671-5489(2024)06-1345-07

NovelDerivative-FreeAlgorithmforConvexConstrained
EquationsandItsApplicationinSignalReconstruction

XIAYan1,LIYuanfei1,WANGSonghua2,LIDandan1

(1.DepartmentofAppliedMathematics,GuangzhouHuashangCollege,Guangzhou511300,China;

2.SchoolofMathematicsandStatistics,BaiseUniversity,Baise533000,GuangxiZhuangAutonomousRegion,China)

Abstract:Weproposedanovelderivative-freealgorithm tosolveconvexconstrainednonlinear
equationsystems.Thealgorithmutilizedimprovedconjugateparameterstodesignasearchdirection,

ensuringsufficientdescentandtrustregioncharacteristicsofthealgorithm.Underappropriate
assumptions,thealgorithm hadglobalconvergence.Numericalsimulationresultsshowthatthe
algorithmhashighefficiencyandrobustnessinhandlingconvexconstrainednonlinearequation
systemsandsignalreconstructionproblems.
Keywords:convexconstrainednonlinearequationsystems;derivative-free;globalconvergence;signal
reconstruction

收稿日期:2024-03-12. 网络首发日期:2024-09-06.
第一作者简介:夏 艳(1996—),女,汉族,硕士,讲师,从事最优化方法与应用的研究,E-mail:3301798309@qq.com.通信作者

简介:李远飞(1982—),男,汉族,博士,教授,从事应用数学的研究,E-mail:liqfd@163.com.
基金项目:广西自然科学基金(批准号:2024GXNSFAA010478)和广州华商学院校内导师制项目(批准号:2023HSDS38).
网络首发地址:https://link.cnki.net/urlid/22.1340.o.20240905.1130.001.

0 引 言

考虑下列具有凸约束的非线性方程组问题:

Ω(a)=0,  a∈EE⊆ ℝn, (1)
其中函数Ω:ℝn→ℝn 是连续的.形如问题(1)的非线性方程组在科学、工程、社会科学、管理科学等

领域应用广泛[1-4].因此,研究求解问题(1)的数值方法有一定的理论意义.由于牛顿法和拟牛顿法在



每次迭代中需使用Jacobi矩阵或其近似值求解线性方程组,因此其通常不适合解决大规模问题.本文

主要研究不依赖于Jacobi矩阵或其近似值的数值方法,从而能有效处理大规模非线性方程组,同时保

持较低的存储需求和计算复杂度.
近年来,为适应求解大规模非线性方程组的要求,对基于共轭梯度方法进行扩展的研究备受关

注[5-13].例如,文献[5]将原用于二次优化问题的谱梯度方法进行扩展,使其适用于求解非线性方程

组;文献[6]结合谱梯度方法和投影技术,提出了一种新的谱梯度投影方法,用于解决具有凸约束的非

线性方程组;文献[7]利用最速下降法研究了一类共轭梯度法,旨在高效处理大规模非线性方程组;
文献[8]对经典的PRP(Polak-Ribière-Polyak)共轭梯度法进行扩展,在非单调线搜索的框架下,构建

了一种无导数PRP算法,以适应大规模非线性方程组的求解;结合 RMIL(Rivaie-Mustafa-Ismail-
Leong)共轭梯度法和一种新的非单调线搜索方法,文献[9]研究了一种新的无导数共轭梯度法,用于

解决大规模非线性方程组.
受文献[14]工作的启发,并结合上述讨论的共轭梯度法以及投影技术,本文提出一种新的无导数

算法(novelderivative-free,NDF),用于求解凸约束非线性方程组.新算法具有以下特性:1)无需计

算函数的Jacobi矩阵或其近似值;2)搜索方向具有充分下降性并具有信赖域特点;3)在较弱的假设

下,新算法具有全局收敛性.数值仿真实验结果表明,新算法适用于解决大规模凸约束非线性方程组

问题,并且在压缩感知领域的信号重构问题中效果显著.

1 算 法

记投影算子为PEE[·],其定义如下:

PEE[a]=argmin{‖a-b‖,b∈EE},  a∈ ℝn,
其中PEE:ℝn→EE且 EE为非空闭凸集.此外,投影算子具有非扩张性质,即对任意的a∈ℝn,满足

‖PEE[a]-b‖≤‖a-b‖,b∈EE.受文献[14]的启发,本文提出一种新的无导数算法,用于求解凸约

束非线性方程组问题.新算法的搜索方向和共轭参数分别定义如下:

dk=
-Ωk, k=0,

-Ωk+βkdk-1,k≥1{ ,
(2)

βk=
min ΩT

k Ωk- μ1(ΩT
kdk-1)2

‖Ωk‖‖Ωk-1‖‖dk-1‖2
Ωk-
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ø
÷1 ,‖Ωk‖{ }2

max{μ2‖Ωk‖‖dk-1‖,dT
k(Ωk-Ωk-1)}

, (3)

其中Ω(ak)缩写为Ωk,μ1>0,μ2>1.基于式(2)和式(3),下面给出新的NDF算法流程如下.
给定初始点a0∈ℝn,l∈(0,2),δ,σ,ξ>0,ρ∈(0,1),μ1>0,μ2>1,令k∶=0;
步骤1)计算Ωk,若‖Ωk‖≤δ,则算法停止,否则转步骤2);
步骤2)根据式(2)和式(3)计算搜索方向dk;
步骤3)计算试探点bk∶=ak+tkdk,其中tk∶=max{ξρi:i=0,1,…},使得下式成立:

-Ω(ak+ξρidk)Tdk ≥σξρi‖Ω(ak+ξρidk)‖‖dk‖2; (4)

  步骤4)若‖Ω(bk)‖≤δ,则算法停止,否则通过下式计算下一个迭代点:

ak+1=PEE ak-lΩ(bk)T(ak-bk)
‖Ω(bk)‖2

Ω(bk
é

ë
êê

ù

û
úú);

  步骤5)令k∶=k+1,转步骤1).

2 算法性质与全局收敛性

为建立NDF算法的全局收敛性,需进行以下假设:
(H1)函数Ω(a)是Lipschitz连续的,即存在正常数L,使得

‖Ω(a)-Ω(b)‖ ≤L‖a-b‖,  ∀a,b∈ ℝn.
  (H2)问题(1)的解集非空.
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引理1 搜索方向dk 由式(2)和式(3)产生,则dk 满足充分下降性质,即ΩT
kdk≤- 1-1
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2
‖Ωk‖2.

证明:当k=0时,ΩT
0d0=-‖Ω0‖2≤-(1-1/μ2)‖Ω0‖2.当k≥1时,将式(2)两边左乘ΩT

k

并结合式(3),得

ΩT
kdk=ΩT

k(-Ωk+βkdk-1)=-‖Ωk‖2+βkΩT
kdk-1 ≤
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证毕.
引理1表明,NDF算法的搜索方向dk 满足充分下降性质.
引理2 假设搜索方向dk 由式(2)和式(3)产生,则dk 满足:

(1-1/μ2)‖Ωk‖ ≤ ‖dk‖ ≤ (1+1/μ2)‖Ωk‖.
  证明:一方面,由引理1得-‖Ωk‖‖dk‖≤ΩT

kdk≤-(1-1/μ2)‖Ωk‖2,整理得‖dk‖≥
(1-1/μ2)‖Ωk‖.另一方面,由式(2)和式(3)得

‖dk‖=‖-Ωk+βkdk-1‖ ≤ ‖Ωk‖+ ‖Ωk‖2
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证毕.
引理2表明,该算法的搜索方向dk 满足信赖域性质.
引理3 假设序列{ak}由NDF算法产生且假设条件(H1),(H2)成立,则下列结论成立:

1){ak}和{bk}是有界的;

2)lim
k→∞

tk‖dk‖=0.

证明:类似于文献[10]的引理3.3可证明结论成立.
引理4 在假设条件(H1),(H2)下,下式成立:

tk ≥ minξ, ρ(μ2-1)
(1+1/μ2)2μ2(L+σC{ }) ,

其中C=LM+Lξρ-1 1+1
μ
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N.

证明:若tk≠ξ,则式(4)结合tkρ-1得

-Ω(ak+tkρ-1dk)Tdk <σtkρ-1‖Ω(ak+tkρ-1dk)‖‖dk‖2.
此外,记a*∈EE使得Ω(a*)=0.由序列{ak}的有界性可推出‖ak-a*‖≤M,M>0.于是有

‖Ω(ak+tkρ-1dk)‖=‖Ω(ak+tkρ-1dk)-Ω(a*)‖ ≤L‖ak+tkρ-1dk-a*‖ ≤
L(‖ak-a*‖+tkρ-1‖dk‖)≤LM +Ltkρ-1‖dk‖. (5)

由引理3可知序列{ak}的有界性和函数Ω(a)的连续性,于是有‖Ωk‖≤N,N>0,结合式(5)以及

引理2,得
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再结合Cauchy-Schwarz不等式,由引理1得
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整理得tk≥ ρ(μ2-1)
(1+1/μ2)2μ2(L+σC)

.证毕.

定理1 在假设条件(H1),(H2)下,lim
k→∞
inf‖Ωk‖=0成立.

证明:反证法.假设结论不成立,则存在v>0使得‖Ωk‖≥v,结合引理2得

‖dk‖ ≥ (1-1/μ2)‖Ωk‖ ≥ (1-1/μ2)v.
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由引理3可知lim
k→∞

tk=0,与引理4矛盾,故原结论成立,证毕.

3 数值仿真

3.1 凸约束非线性方程组问题

为评估NDF算法的数值性能,本文将其与DFPRPMHS(derivative-freePolak-Ribière-Polyakand
modifiedHestenes-Stiefel)算法[15]和CGD(conjugategradientdescent)算法[16]进行比较.所选的测试

问题来自文献[10-11],每个测试问题的维数设为[1000,5000,10000,50000,100000],不同维数设

置不同的初始点,以确保测试的全面性,即
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  3种算法的代码均在 Ubuntu20.04.2LTS64位系统上运行,所用处理器为Intel(R)Xeon(R)

Gold5115,主频为2.40GHz.在执行过程中,NDF算法的参数设为l=1.5,δ=10-5,σ=10-4,

ρ=0.74,μ1=0.78,μ2=2.4,其余两种算法的参数设置与原文献相同.

图1 不同算法迭代次数性能比较

Fig.1 Performancecomparisonofnumberof
iterationsfordifferentalgorithms

为更全面地比较 NDF算法、DFPRPMHS算

法和CGD算法的性能,采用常用于评估数值方法

的标准工具[17]绘制算法性能图,其中横坐标τ表示

该算法在解决特定问题时的性能与所有算法中最佳

性能的比值倒数,纵坐标ρ(τ)表示当该算法的性能

比率低于参数τ时,所能成功求解的问题数量占总

问题数量的比值,性能图中越靠上的曲线表示该算

法对应的性能越有优势.图1~图3分别为3种算

法在迭代次数、函数计算次数和运行时间(CPU时

间)上的性能比较结果.由图1~图3可见,NDF
算法性能最优.因此,在处理大规模凸约束非线性

方程组问题时,NDF算法显示出了更高的效率和稳定性.

图2 不同算法函数计算次数性能比较

Fig.2 Performancecomparisonofnumberoffunction
calculationsfordifferentalgorithms

图3 不同算法运行时间性能比较

Fig.3 Performancecomparisonofruntime
fordifferentalgorithms

3.2 信号重构问题

实验考虑从k个观测信号中重构一个大小为n 的稀疏信号.原始信号包含r个随机非零元素,
观测信号v含有随机噪声,即v=Q ～a+κ,其中Q是随机生成的高斯矩阵,～a是原始信号,而κ是均值

为0、方差为10-4的正态分布的高斯噪声.将NDF算法与DFPRPMHS算法和CGD算法进行比较,
比较算法的迭代次数、运行时间和均方误差(MSE).MSE用于衡量恢复的受干扰信号相对于原始信

号的质量,即 MSE=‖～a-a*‖2/n,其中a* 为恢复的信号.考虑两种问题规模设置,即(n,k,r)=
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(4096,1024,128)和(n,k,r)=(8192,2048,256).实验结果分别如图4~图7所示.

图4 不同算法对问题规模为(4096,1024,128)的信号恢复对比结果

Fig.4 Comparisonresultsofsignalrestorationusingdifferentalgorithmsforproblemsize(4096,1024,128)

图5 问题规模为(4096,1024,128)时不同指标下各算法的比较结果

Fig.5 Comparisonresultsofdifferentalgorithmsunderdifferentindicatorsforproblemsize(4096,1024,128)
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图6 不同算法对问题规模为(8192,2048,256)的信号恢复对比结果

Fig.6 Comparisonresultsofsignalrestorationusingdifferentalgorithmsforproblemsize(8192,2048,256)

图7 问题规模为(8192,2048,256)时不同指标下各算法的比较结果

Fig.7 Comparisonresultsofdifferentalgorithmsunderdifferentindicatorsforproblemsize(8192,2048,256)
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由图4和图6可见,3种算法都能成功重构受噪声干扰的信号,且NDF算法以更少的迭代次数和

运行时间实现了信号的还原,信号恢复能力更高效.为更直观地展示这些算法的性能,针对不同的问

题规模设置,绘制不同指标下的收敛性结果,如图5和图7所示.
由NDF算法在大规模凸约束非线性方程组问题和信号重构问题上的实验结果可见,新算法具有

较好的潜力和竞争力.
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