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欧氏空间上非线性Schrödinger方程

Sobolev范数的增长

陈 怡,张晓岭
(河海大学 数学学院,江苏省高校重点实验室“水系统数学建模与智能计算”,南京210098)

摘要:通过构造修正能量泛函,研究二维欧氏空间中非线性Schrödinger方程(NLS)高阶

Sobolev范数的时间增长性.基于三次非线性项结果,建立了任意高阶非线性项的多项式界

(sup
t∈(0,T)

‖u‖Hm≤Cmax{1,T}m-1+췍),所得结果完善了NLS高阶正则性演化理论.
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Abstract:Byconstructingamodifiedenergyfunctional,weinvestigatedthetemporalgrowthof
higher-orderSobolevnormsforthenonlinearSchrödingerequation (NLS)intwo-dimensional
Euclideanspaces.Basedonresultsforcubicnonlinearities,weestablishedapolynomialbound
applicabletoarbitraryhigher-ordernonlinearities(sup

t∈(0,T)
‖u‖Hm≤Cmax{1,T}m-1+췍).Theobtained

resultsimprovedthetheoryofhigher-orderregularityevolutionforNLS.
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1 引言与主要结果

考虑如下非线性Schrödinger方程解的长时间定性性质:

i∂tu+Δu= u p-1u, (t,x)∈ ℝ×ℝd,

u(0,x)=φ∈Hm(ℝd{ ),
(1)

其中Δ是Laplace算子,Hm(ℝd)是在欧氏空间ℝd 上的m 阶标准Sobolev空间,其中m∈ℕ且m≥2.
本文分析长时间下高阶Sobolev范数的增长情况,即当 m≥2且t≫1时,‖u(t,x)‖Hm(ℝd)的增长

情况.
关于高阶Sobolev范数增长问题的研究近年来备受关注,这主要源于其与弱波湍流的联系.目前



主要研究了两个问题:第一个问题关注与 Hamilton偏微分方程相关的流上高阶Sobolev范数增长的

先验界[1-6];第二个问题则涉及高阶Sobolev范数无界的全局解的存在性[7-8].本文考虑第一个问题,
即提供高阶Sobolev范数增长的先验界,或者理解所考虑的动力学系统将能量从低频转移到高频的速

度问题.
方程(1)的解满足质量守恒和能量守恒:

∫ℝd u(t,x)2dx=∫ℝd φ(x)2dx,

∫ℝd
∇u(t,x)2+ 1

p+1
u(t,x)p+æ

è
ç

ö

ø
÷

1 dx=∫ℝd
∇φ(x)2+ 1

p+1φ(x)p+æ

è
ç

ö

ø
÷

1 dx,

其中∇是梯度算子, · 表示复数的模长.这些守恒律表明

sup
ℝ
‖u(t,x)‖H1(ℝd)< ∞, (2)

即 H1 范数在解的演化过程中始终有界,因此仅当m≥2时,Hm 范数的时间增长性才是需要分析的非

平凡问题.
本文主要关注如下情形:(d,p)=(2,2n+1),其中n∈ℕ,n≥1(二维欧氏空间与奇次非线性项).

本文把Strichartz估计作为一个基本工具[9],同时引入合适的修正能量,聚焦非线性Schrödinger方程

(NLS)高阶Sobolev范数增长性研究,不讨论已明确的整体存在性问题.
对于非线性项高于三次的NLS,目前尚未见关于其高阶Sobolev范数增长相关结果的报道.虽然

可以通过借鉴Bourgain开创的策略处理该问题[10],但本文将用一种完全不同的方法处理该问题.该

方法基于引入修正的能量泛函,结合分部积分和Strichartz型色散估计,能清晰地解耦高阶能量估计,
还可以处理一般的非线性势V(u 2)而不仅仅是 u p-1,其中V 不一定是纯幂函数.

修正能量方法已在不同情形下被证实有效[11],本文将其与色散估计相结合,给出关于高阶

Sobolev范数增长的结果,其核心依赖于高阶能量εm 关于时间导数的主项在Hm 范数意义下的平方,

即‖u(t,x)‖2Hm .对于偶数阶m=2k,修正能量的一个原型是‖∂k
tu(t,x)‖2L2(忽略低阶项),通过用时

间导数∂t 替代空间Laplace算子Δ,契合时间动力学,简化非线性项的估计,并适配Strichartz估计对

接,以确保在欧氏微积分框架下是自洽的.对于空间上的分部积分,使用在ℝd 中成立的基本恒等式:

Δ(fh)=hΔf+2∇f·∇h+fΔh,
其中:Δ表示Laplace算子;∇表示梯度算子,即∇=(∂x1

,…,∂xd
).尽管能量泛函εm 沿NLS的流并

非守恒量,但通过计算其时间导数并利用Strichartz估计,可以控制由此产生的时空积分.
本文主要结果如下.
定理1 对任意的췍>0及满足m≥2的自然数m∈ℕ,当d=2,p=2n+1(其中n≥1)时,若

u(t,x)∈Ct(Hm(ℝ2))是方程(1)的解,则有

sup
(0,T)
‖u(t,x)‖Hm(ℝ2)≤C(max{1,T})m-1+췍, (3)

其中C=C(췍,m,‖φ‖Hm)>0.
下面用X≲Y 表示存在一个与变量无关的绝对正常数C,使得X≤CY.
注1 证明定理1的关键点是对所有的τ∈(0,1)及췍>0,有如下估计:

‖u(τ)‖2Hm(ℝ2)-‖u(0)‖
2
Hm(ℝ2)≲ τ(‖u‖

(2m-3)/(m-1)+췍
L∞((0,τ);Hm(ℝ2))+‖u‖

(2m-4)/(m-1)+췍
L∞((0,τ);Hm(ℝ2))). (4)

  一旦确立了注1中的界(式(4)),即可通过一个经典的论证(该论证要求Cauchy问题在能量空间

H1 中是局部适定的)导出多项式增长.注意到式(3)右侧的指数m-1+췍可表述为1
2γ
,这里췍为用于吸

收推导中低阶误差任意小的扰动项,其中2-2γ=2m-3m-1+췍
是式(4)右侧第一项的指数,二者满足关

系:由 2-2γ=2m-3m-1 +췍
化 简 得 1

2γ≈m-1,保 留 扰 动 项 后 即 等 价 于 m-1+췍.先 选 取

τ=τ(‖u(0)‖H1)作为 H1 局部Cauchy理论所给出的存在时间,然后由式(4)可得
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‖u(t+τ)‖2Hm(ℝ2)≤ ‖u(t)‖
2
Hm(ℝ2)+C(‖u‖2-2γL∞((t,t+τ);Hm(ℝ2))+1).

  作为 H1 中局部存在性理论以及能量守恒的一个副产品,可得

‖u(t+τ)‖2Hm(ℝ2)≤ ‖u(t)‖
2
Hm(ℝ2)+C(‖u(t)‖2-2γHm(ℝ2)+1).

因此,序列αn=1+‖u(nτ)‖2Hm(ℝ2)满足αn+1≤αn+Cα1-γn ,即αn≲n1/γ,可通过对n进行数学归纳法

推出式(3).

2 理论与方法

2.1 线性Strichartz估计

本文直接使用下列Strichartz估计:

‖eitΔφ‖L4(ℝ×ℝ2)≲ ‖φ‖L2(ℝ2). (5)
利用Duhamel公式,可得如下结果.

引理1 设v(t,x)是如下Schrödinger方程的解:

i∂tv+Δv=F, (t,x)∈ ℝ×ℝ2,

u(0,x)=φ∈L2(ℝ2){ .
则对T∈(0,1),有

‖v‖L4((0,T)×ℝ2)≲ ‖φ‖L2x(ℝ
2)+T‖F‖L∞t L2x((0,T)×ℝ

2), (6)
其中:L2x(ℝ2)为ℝ2 上的L2 函数空间,范数为

‖φ‖L2x(ℝ
2)=∫ℝ2

φ(x)2d( )x
1/2
;

L∞
tL2

x((0,T)×ℝ2)为混合时空函数空间,范数为

‖F‖L∞t L2x((0,T)×ℝ
2)=sup

t∈(0,T)∫ℝ2
F(t,x)2d( )x

1/2

.

2.2 与偶Sobolev范数相关的修正能量

  下面考虑一般的Cauchy问题:

i∂tu+Δu= u p-1u, (t,x)∈ ℝ×ℝ2,

u(0,x)=φ∈H2k(ℝ2{ ),
(7)

并使用下列估计:

‖u‖L∞(ℝ;H1(ℝd))≲p,‖φ‖H11. (8)
对于Cauchy问题(7)的每个解u(t,x),引入如下能量泛函,该泛函将用于分析Sobolev范数 H2k的

增长:

ε2k(u)=‖∂k
tu‖2L2(ℝ2)-

p-1
4∫ℝ2

∂k-1
t ∇(u 2)2 u p-3dx-∫ℝ2

∂k-1
t (u p-1u)2dx.

  引理2 设u(t,x)是方程(7)的解,且初值φ∈H2k(ℝ2),则有

d
dtε2k

(u(t,x))= -p-1
4∫ℝ2

∂k-1
t ∇(u 2)2∂t(u p-3)dx+2∫ℝ2

∂k
t(u p-1)∂k-1

t (∇u 2)dx+

∑
k-1

j=0
cj∫ℝ2

∂j
t∇(u 2)∂k-1

t ∇(u 2)∂k-j
t (u p-3)dx+

Re∑
k-1

j=0
cj∫ℝ2

∂j
t(u p-1)∂k-j

t u∂k-1
t (u p-1u)d( )x +

Re∑
k-2

j=0
cj∫ℝ2

∂k
t(u p-1)∂j

t(Δu)∂k-1-j
t ud( )x +

Im ∑
k-1

j=1
cj∫ℝ2

∂j
t(u p-1)∂k-j

t u∂k
tud( )x , (9)

其中:p=2n+1≥3;cj 表示常数,且可能逐行变化.
证明:计算
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d
dt‖∂

k
tu‖2L2(ℝ2)=2Re(∂k+1

t u,∂k
tu)=2Re(∂k

t(-Δu+ u p-1u),i∂k
tu)=

2Im∫ℝ2
(∂k

t∇u,∂k
t∇u)d( )x +2Re(∂k

t(u p-1u),i∂k
tu), (10)

其中(f,g)表示标准的L2(ℝ2)内积∫ℝ2
(f·g)dx.由于式(10)右端第一项恒为零,因此得

d
dt‖∂

k
tu‖2L2(ℝ2)=2Re(∂k

t(u p-1u),-Δ(∂k-1
t u))+∫ℝ2

∂t ∂k-1
t (u p-1u)2dx+

Re∑
k-1

j=0
cj(∂j

t(u p-1)∂k-j
t u,∂k-1

t (u p-1u( )))+

Re∑
k-1

j=1
cj(∂j

t(u p-1)∂k-j
t u,i∂k

tu( )). (11)

  下面考虑式(11)的第一项:

2Re(∂k
t(u p-1)u,-Δ(∂k-1

t u))=∫ℝ2
∂k

t(u p-1)(-u∂k-1
t (Δu)-u∂k-1

t (Δu))dx.

注意到

-uΔ(∂k-1
t u)-uΔ(∂k-1

t u)=∂k-1
t (-uΔu-uΔu)+Re∑

k-2

j=0
cj∂j

t(Δu)∂k-1-j
t( )u ,

Δ(u 2)=uΔu+uΔu+2 ∇u 2,
结合初等计算,并利用Leibniz法则展开∂k

t,可得

2Re(∂k
t(u p-1)u,-Δ∂k-1

t u)=p-1
4∫ℝ2

∂t ∂k-1
t ∇(u 2)2 u p-3dx+

∑
k-1

j=0
cj∫ℝ2

(∂j
t∇(u 2),∂k-1

t ∇(u 2))∂k-j
t (u p-3)dx+

2∫ℝ2
∂k

t(u p-1)∂k-1
t (∇u 2)dx+

Re∑
k-2

j=0
cj∫ℝ2

∂k
t(u p-1)∂j

t(Δu)∂k-1-j
t ud( )x , (12)

将恒等式(12)与(11)结合即得结论.证毕.
范数‖∂k

tu‖L2与‖u‖H2k是相互控制的,本文的核心目的是证明对满足d=2且p≥3的方程(7)
的解u(t,x),使得修正后的能量ε2k(u)主项等价于Sobolev范数‖u‖H2k.

引理3 设u(t,x)是方程(7)的解,其中p≥3是一个整数,则对任意的k,s∈ℕ,有

‖∂k
tu-ikΔku‖Hs(ℝ2)≲ ‖φ‖H1‖u‖Hs+2k-1(ℝ2). (13)

  证明:使用以下恒等式:

∂h
tu=ihΔhu+∑

h-1

j=0
cj∂j

tΔh-j-1(uu p-1), (14)

其中cj∈ℂ为复系数.证明可通过关于h的数学归纳法并利用u(t,x)所满足的方程直接完成.
对k进行数学归纳,故需证明k⇒k+1.基于式(14),目标为证明下式成立:

‖∂j
t(uu p-1)‖H2k-2j+s(ℝ2)≲ ‖u‖Hs+2k+1(ℝ2),  j=0,1,…,k, (15)

这里假设性质(13)对k成立.通过展开左端的时空导数,由下列不等式链推导出式(15):

∏
j1+…+jp=j

s1+…+sp=2k-2j+s

‖∂jl
tu‖Wsl,2p(ℝ2)≲ ∏

j1+…+jp=j
s1+…+sp=2k-2j+s

‖∂jl
tu‖Hsl+1(ℝ2)≲ ∏

j1+…+jp=j
s1+…+sp=2k-2j+s

‖u‖H2jl+sl+1(ℝ2),

其中第一步应用了Sobolev嵌入定理 H1(ℝ2)⊂L2p(ℝ2),最后一步使用了归纳假设.通过简单插值

论证继续估计:

∏
j1+…+jp=j

s1+…+sp=2k-2j+s

‖u‖H2jl+sl+1(ℝ2)≲ ∏
l=1,2,…,p

‖u‖θl
Hs+2k+1(ℝ2)‖u‖

(1-θl)

H1(ℝ2( )) ,
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其中

θl(s+2k+1)+(1-θl)=2jl+sl+1.

由式(13)及指标条件∑
p

l=1
θl=1(j=0,1,…,k)即得结论.证毕.

2.3 非线性解的Strichartz估计

下面建 立 二 维 一 般 非 线 性 情 形 下 方 程 (7)解 的 Strichartz范 数 先 验 界.记 Lp
τX 为 空 间

Lp((0,τ);X),其中X 为Banach空间,p∈[1,∞].
引理4 对任意满足p=2n+1≥3的方程(7)的解u(t,x)及任意的췍>0和τ∈(0,1),有下列估计:

‖∂j
tu‖L4tWs,4(ℝ2)≲췍,‖φ‖H1‖u‖L∞t H2j+s(ℝ2)‖u‖췍

L∞t H2j+2(ℝ2). (16)

  证明:结合式(6)及解∂j
tu 所满足的方程,可得

‖∂j
tu‖L4τWs,4(ℝ2)≲ ‖∂j

tu(0)‖Hs(ℝ2)+τ‖∂j
t(uu p-1)‖L∞τ Hs(ℝ2)≲

‖∂j
tu(0)‖Hs +T‖∂j

t(uu p-1)‖L∞τ Hs(ℝ2). (17)
注意式(17)右端第一项可由引理3控制,因此对任意的췍>0,只要满足以下条件即可完成证明:

‖∂j
t(uu p-1)‖Hs(ℝ2)≲췍,‖φ‖H1‖u‖H2j+s(ℝ2)‖u‖췍

H2j+2(ℝ2),  j,s=1,2,….
展开时间导数项∂j

t,并利用

‖fg‖Hr(ℝ2)≲ ‖f‖Hr(ℝ2)‖g‖L∞(ℝ2)+‖g‖Hr(ℝ2)‖f‖L∞(ℝ2),
则问题即转化为估计下列项:

‖∂j1
tu‖Hs(ℝ2)×‖∂

j2
tu‖L∞(ℝ2)×…×‖∂

jp
tu‖L∞(ℝ2),

其中j1+…+jp=j.由

‖v‖L∞(ℝ2)≲췍‖v‖
1-췍

H1(ℝ2)‖v‖
췍

H2(ℝ2)
, (18)

得

‖∂j1
tu‖Hs(ℝ2)×‖∂j2

tu‖L∞(ℝ2)×…×‖∂
jp
tu‖L∞(ℝ2)≲췍‖∂j1

tu‖Hs(ℝ2)×‖∂j2
tu‖

1-췍

H1(ℝ2)×

‖∂j2
tu‖

췍
H2 ×…×‖∂

jp
tu‖

1-췍

H1(ℝ2)×‖∂
jp
tu‖

췍

H2(ℝ2)
,

故由式(13)可得

‖∂j1
tu‖Hs(ℝ2)×‖∂j2

tu‖L∞(ℝ2)×…×‖∂
jp
tu‖L∞(ℝ2)≲ ‖u‖H2j1+s(ℝ2)×‖u‖

1-췍

H2j2+1(ℝ2)×

‖u‖췍
H2j2+2(ℝ2)×…×‖u‖1-췍H2jp+1(ℝ2)×‖u‖

췍

H2jp+2(ℝ2)≲

‖u‖θ1
H2j+s(ℝ2)‖u‖

1-θ1
H1(ℝ2)×‖u‖

θ2(1-췍)

H2j+s ‖u‖
(1-θ2)(1-췍)

H1(ℝ2) ×…×

‖u‖θp(1-췍)

H2j+s(ℝ2)‖u‖
(1-θp)(1-췍)

H1(ℝ2) ×‖u‖
췍(p-1)

H2j+2(ℝ2)
,

其中最后一步使用了插值论证,满足

θ1(2j+s)+(1-θ1)=2j1+s, θl(2j+s)+(1-θl)=2jl+1, l=2,3,…,p.

注意此时满足∑
p

l=1
θl=1,故由式(8)即得结论.证毕.

3 主要结果的证明

3.1 二维纯幂次非线性Schrödinger方程H2k范数多项式增长

下面证明在m=2k情形下的定理1成立.
引理5 设u(t,x)是满足p=2n+1≥3的方程(7)的解,则对任意的τ∈(0,1)有以下估计:

∫
τ

0

d
dtε2k

(u)dt≲ τ‖u‖
(4k-3)/(2k-1)+췍

L∞τ H2k(ℝ2) +‖u‖
(4k-4)/(2k-1)+췍

L∞τ H2k(ℝ2) .

  证明:首先,用Lq,Ws,q,Hs 分别表示空间Lq(ℝ2),Ws,q(ℝ2),Hs(ℝ2),用췍>0表示任意小常数,
其在不同之处可取不同值.其次,使用下列不等式:

‖u‖L∞τ Hs ≲ ‖φ‖H1‖u‖
(s-1)/(2k-1)

L∞τ H2k
,  s∈ [1,2k], (19)
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其中L∞
τHs

x 为时间L∞-空间的s阶Sobolev混合空间,其范数定义为

‖u‖L∞τ Hs
x =sup

τ
‖u(t,·)‖Hs(ℝd),

特别地,当s=2k时,记该空间为L∞
τH2k

x ,其范数为

‖u‖L∞τ H2kx =sup
τ
‖u(t,·)‖H2k(ℝd).

此外,用X≲sY 表示存在一个与变量无关的绝对正常数C,使得X≤CsY,其中Cs 表示依赖于参数s
的正常数.该估计本身可通过结合基本插值不等式与式(8)推得.

记Ⅰ,Ⅱ,Ⅲ,Ⅳ,Ⅴ,Ⅵ分别为式(9)右端的各连续项,则估计项Ⅰ的问题可转化为控制下列项:

∫
T

0
‖∂k1

tu‖
2
W1,4‖∂

k2
tu‖

2
L∞‖∂tu‖L2‖u‖p-4

L∞ds,  k1+k2=k-1, (20)

结合式(18)、引理3、引理4及Hölder不等式,可得

式(20)≲ T‖u‖2
(1-췍)

L∞τ H2k+1‖u‖
2췍
L∞τ H2k+2‖u‖L∞τ H2‖∂k1

tu‖
2
L4τW1,4,

再利用式(19),可得

式(20)≲ T‖u‖2
(1-췍)

L∞τ H2k+1‖u‖L∞H2‖u‖2L∞τ H2k+1‖u‖
췍
L∞τ H2k ≲ τ‖u‖

(4k-3)/(2k-1)+췍
L∞τ H2k .

注意此处췍>0的取值在不同之处可变化,但始终选取为任意小.
对于项Ⅱ,问题即转化为控制下列项:

∫
T

0
‖∂j1

tu‖L2 ∏
h=2,3,…,p-1

‖∂jh
tu‖L( )∞ ‖∂k1

tu‖W1,4‖∂k2
tu‖W1,4ds, (21)

其中假设j1=max{j1,j2,…,jp-1},并且j1+…+jp-1=k,k1+k2=k-1.结合插值估计(16)、
引理2、引理3及Hölder不等式,可得

式(21)≲ T‖u‖췍
L∞T H2k‖u‖L∞T H2j1 ∏

h=2,3,…,p-1
‖u‖1-췍L∞T H2jh+( )1 ‖u‖L∞T H2k1+1‖u‖L∞T H2k2+1‖u‖L∞T H2k2+2.

最后,利用式(19)可得

式(21)≲ τ‖u‖
(4k-3)/(2k-1)+췍
L∞τ H2k .

  对于项Ⅲ,只需控制下列项即可:

∫
τ

0
‖∂h1

tu‖L∞‖∂h2
tu‖W1,4‖∂m1

t u‖L2 ∏
i=2,3,…,p-3

‖∂mi
tu‖L( )∞ ‖∂l1tu‖L∞‖∂l2tu‖W1,4ds, (22)

其中假设m1=max{m1,m2,…,mp-3},并且

h1+h2=j∈ [0,k-1], m1+…+mp-3=k-j, l1+l2=k-1.
仿照前述方法,有

式(22)≲ τ‖u‖췍
L∞τ H2k‖u‖L∞τ H2h1+1‖u‖1L∞τ H2h2+1‖u‖L∞τ H2m1 ∏

i=2,3,…,p-3
‖u‖1-췍L∞H2mi+( )1 ×

‖u‖L∞τ H2l1+1‖u‖L∞τ H2l2+1‖u‖L∞τ H2l2+2 ≲ τ‖u‖
(4k-3)/(2k-1)+췍
L∞τ H2k .

  对于项Ⅳ,问题即转化为控制下列项:

∫
T

0
‖∂j1

tu‖L2 ∏
h=2,3,…,p-1

‖∂jh
tu‖L( )∞ ‖∂j

t(Δu)‖L4‖∂k-1-j
t u‖L4ds, (23)

其中假设j1=max{j1,j2,…,jp-1},并且j1+…+jp-1=k.参照前述论证方法,类似可得

式(23)≲ τ‖u‖췍
L∞τ H2k‖u‖L∞T H2j1 ∏

h=2,3,…,p-1
‖u‖1-췍L∞τ H2jh+( )1 ‖u‖L∞τ H2j+2‖u‖L∞τ H2k-2-2j ≲

τ‖u‖
(4k-3)/(2k-1)+췍
L∞τ H2k .

  对于项Ⅴ,只需控制下列项即可:

∫
T

0
‖∂m1

t u‖L4 ∏
i=2,3,…,p-1

‖∂mi
tu‖L( )∞ ‖∂k-j

t u‖L4‖∂k
tu‖L2ds, (24)

其中假设m1=max{m1,m2,…,mp-1},并且m1+…+mp-1=j.则

式(24)≲ τ‖u‖1+췍L∞τ H2k‖u‖L∞τ H2m1 ∏
i=2,3,…,p-1

‖u‖1-췍L∞τ H2mi+( )1 ‖u‖L∞τ H2k-2j ≲ τ‖u‖
(4k-3)/(2k-1)+췍
L∞τ H2k .
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  对于项Ⅵ,该问题可进一步转化为控制下列项:

∫
T

0
‖∂m1

t u‖L2 ∏
i=2,3,…,p-1

‖∂mi
tu‖L( )∞ ‖∂k-j

t u‖L∞‖∂l1tu‖L2 ∏
i=2,3,…,p

‖∂litu‖L( )∞ ds, (25)

其中假设m1=max{m1,m2,…,mp-1},并且m1+…+mp-1=j,l1+…+lp=k-1.则可得

式(25)≲τ‖u‖췍
L∞τ H2k‖u‖L∞τ H2m1 ∏

i=2,3,…,p-1
‖u‖1-췍L∞τ H2mi+( )1 ×

‖u‖1-췍L∞τ H2k-2j+1‖u‖L∞τ H2l1 ∏
i=2,3,…,p-1

‖u‖1-췍L∞τ H2li+( )1 ≲τ‖u‖
(4k-4)/(2k-1)+췍
L∞τ H2k .

证毕.
引理6 设u(t,x)是满足p≥3的方程(7)的解,则对任意的τ∈(0,1)以及췍>0,有如下估计:

‖u(τ)‖2H2k -‖u(0)‖2H2k ≲ τ‖u‖
(4k-3)/(2k-1)+췍
L∞τ H2k +‖u‖

(4k-4)/(2k-1)+췍
L∞τ H2k .

  证明:将能量泛函写为

ε2k(u)=‖∂k
tu‖2L2 +R2k(u),

其中

R2k(u)=-p-1
4∫∂k-1

t ∇(u 2)2 u p-3dx-∫∂k-1
t (u p-1u)2dx.

可断言

R2k(u)≲췍‖u‖
(4k-4)/(2k-1)+췍
H2k +‖u‖

(4k-6)/(2k-1)+췍
H2k . (26)

事实上,仿照引理5的证明方法可得

∫∂k-1
t ∇(u 2)2 u p-3dx≲ ∑

k1+k2=k-1
‖u‖2H2k1+1‖u‖2H2k2+1‖u‖

췍
H2k ≲ ‖u‖

(4k-4)/(2k-1)+췍
H2k ,

并且

∫∂k-1
t (u p-1u)2dx≲ ∑

j1+…+jp=k-1
‖u‖2H2j1 ∏

h=1,2,…,p
‖u‖2H2jh+1(ℝ2( )) ‖u‖

췍
L∞H2k ≲

‖u‖
(4k-6)/(2k-1)+췍
L∞H2k .

若对恒等式(9)进行积分并利用引理4,则有

‖∂k
tu(τ)‖2L2 -‖∂k

tu(0)‖2L2 ≲sup(0,τ) R2k(u)+ τ‖u‖
(4k-3)/(2k-1)+췍
L∞τ H2k +‖u‖

(4k-4)/(2k-1)+췍
L∞τ H2k .

再结合式(26)与引理3即得结论.证毕.
3.2 奇Sobolev范数H2k+1的增长性

若假设初值φ∈H2k+2,则定理1中的估计sup
(0,T)
‖u(t,x)‖H2k+1(ℝ2)≤C(max{1,T})2k+췍可通过下列

已证界之间的插值获得(这些界通过参考偶阶Sobolev范数的增长性得到):

sup
(0,T)
‖u(t,x)‖H2k+2(ℝ2)≤C(max{1,T})2k+1+췍,

sup
(0,T)
‖u(t,x)‖H2k(ℝ2)≤C(max{1,T})2k-1+췍.

但下面的核心内容为:假设初值φ仅属于H2k+1,因此上述论证无法直接应用.对于已在m=2k情形

下证明的定理1,其证明方法可通过下列修正能量法调整至m=2k+1的情形:

ε2k+1(u)=12‖∂
k
t∇u‖2L2 +12∫u p-1 ∂k

tu 2dx+p-1
8∫u p-3 ∂k

t(u 2)2dx-

Re∑
k-1

j=1
cj∫∂j

tu∂k-j
t (u p-1)∂k

tud( )x -∑
k-1

j=1
cj∫∂k-j

t (u p-3)∂j
t(u 2)∂k

t(u 2)dx. (27)

  实际上,由以下引理可完全类似于m=2k情形的证明过程,完成定理1在m=2k+1时成立的

证明.
引理7 设u(t,x)是方程(1)的解,其初值φ∈H2k+1,则下列恒等式成立:

d
dtε2k+1

(u(t,x))=12∫∂t(u p-1)∂k
tu 2dx-Re∑

k-1

j=1
cj∫∂j+1

t u∂k-j
t (u p-1)∂k

tud( )x -
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Re∑
k-1

j=1
cj∫∂j

tu∂k-j+1
t (u p-1)∂k

tud( )x +p-1
8∫ℝ2

∂t(u p-3)∂k
t(u 2)2dx+

∑
k-1

j=1
cj∫∂k-j+1

t (u p-3)∂j
t(u 2)∂k

t(u 2)dx+

∑
k-1

j=1
cj∫∂k-j

t (u p-3)∂j+1
t (u 2)∂k

t(u 2)dx+

∑
k

j=1
cj∫∂k

t(u p-1)∂j
tu∂k+1-j

t udx,

其中cj∈ℝ表示常数,且在不同之处可取不同值.
证明:注意到

Re(i∂k+1
t u,∂k

tu)=Re(∂k
t(-Δu),∂k

tu)+Re(∂k
t(u p-1),∂k

tu)=

‖∂k
t∇u‖2L2 +Re(∂k

t(u p-1),∂k
tu), (28)

基于恒等式(28),并对时间求导,可得

d
dt
(‖∂k

t∇u‖2L2 +Re(∂k
t(u p-1),∂k

tu))=12
d
dt‖∂

k+1
t ∇u‖2L2 +Re(∂k+1

t (u p-1u),∂k
tu). (29)

  首先,处理式(29)右端的第二项:

Re(∂k+1
t (u p-1u),∂k

tu)=ddtRe
(∂k

t(u p-1u),∂k
tu)-Re(∂k

t(u p-1u),∂k+1
t u)=

d
dtRe

(∂k
t(u p-1u),∂k

tu)-Re(∂k
t(u p-1)u,∂k+1

t u)-

1
2
d
dt∫u p-1 ∂k

tu 2dx+12∫∂t(u p-1)∂k
tu 2dx+

d
dtRe∑

k-1

j=1
cj(∂j

tu∂k-j
t (u p-1),∂k

tu( ))-Re∑
k-1

j=1
cj(∂j+1

t u∂k-j
t (u p-1),∂k

tu( ))-

Re∑
k-1

j=1
cj(∂j

tu∂k-j+1
t (u p-1),∂k

tu( )). (30)

其次,处理式(30)右端的第二项:

-Re(∂k
t(u p-1)u,∂k+1

t u)=-12∫∂k
t(u p-1)∂k+1

t (u 2)dx+

∑
k

j=1
cj∫∂k

t(u p-1)∂j
tu∂k+1-j

t udx, (31)

再注意到

∂k
t(u p-1)=12

(p-1)∂k-1
t (∂t(u 2)u p-3),

从而可将恒等式(31)推进为

-Re(∂k
t(u p-1)u,∂k+1

t u)= -p-1
8

d
dt∫u p-3 ∂k

t(u 2)2dx+

p-1
8∫∂t(u p-3)∂k

t(u 2)2dx+

∑
k-1

j=1
cj∫∂k-j

t (u p-3)∂j
t(u 2)∂k+1

t (u 2)dx+

∑
k

j=1
cj∫∂k

t(u p-1)∂j
tu∂k+1-j

t udx.

进而通过分析可得

-Re(∂k
t(u p-1)u,∂k+1

t u)= -p-1
8

d
dt∫u p-3 ∂k

t(u 2)2dx+p-1
8∫∂t(u p-3)∂k

t(u 2)2dx+
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d
dt∑

k-1

j=1
cj∫∂k-j

t (u p-3)∂j
t(u 2)∂k

t(u 2)dx+

∑
k

j=1
cj∫∂k-j+1

t (u p-3)∂j
t(u 2)∂k

t(u 2)dx+

∑
k-1

j=1
cj∫∂k-j

t (u p-3)∂j+1
t (u 2)∂k

t(u 2)dx+

∑
k

j=1
cj∫∂k

t(u p-1)∂j
tu∂k+1-j

t udx.

证毕.
综上所述,本文通过构造修正能量泛函,研究了NLS高阶Sobolev范数的时间增长性.在二维情

形下,基于三次非线性项结果,建立了任意高阶非线性项的多项式时间界.

参 考 文 献

[1] BOURGAINJ.GlobalSolutionsof Nonlinear Schrödinger Equations [M].Providence,RI:American

MathematicalSociety,1999:28-33.
[2] BOURGAINJ.OnGrowthofSobolevNormsinLinearSchrödingerEquationswithSmoothTimeDependent

Potential[J].JournalD’AnalyseMathématique,1999,77(1):315-348.
[3] CHENQL,DENGMM.OntheGrowthofHighSobolevNormsoftheFourth-OrderSchrödingerEquation[J].

DifferentialandIntegralEquations,2023,36(7/8):661-678.
[4] BOURGAINJ.FourierTransform RestrictionPhenomenaforCertainLatticeSubsetsand Applicationsto

NonlinearEvolutionEquations.Ⅱ.TheKdV-Equation[J].GeometricandFunctionalAnalysis,1993,3(3):

209-262.
[5] DUCAA,NERSESYAN V.BilinearControlandGrowthofSobolevNormsfortheNonlinearSchrödinger

Equation[J].JournaloftheEuropeanMathematicalSociety,2025,27(6):2603-2622.
[6] CHENGX,GUOCY,ZHENGYR.TheLimitTheoryofEnergy-CriticalComplexGinzburg-LandauEquation

[J].ActaMathematicaSinica(EnglishSeries),2025,41(12):3003-3019.
[7] GUARDIAM,HAUSE,PROCESIM.GrowthofSobolevNormsfortheAnalyticNLSonTT2 [J].Advancesin

Mathematics,2016,301:615-692.
[8] LIUYY,ZHAOLG.NormalizedSolutionsforSchrödingerEquationswithGeneralNonlinearitiesonBounded

Domains[J].JournalofGeometricAnalysis,2025,35(2):54-1-54-32.
[9] BURQN,GÉRARDP,TZVETKOV N.StrichartzInequalitiesandtheNonlinearSchrödingerEquationon

CompactManifolds[J].AmericanJournalofMathematics,2004,126(3):569-605.
[10] ZHONGS.TheGrowthinTimeofHigherSobolevNormsofSolutionstoSchrödingerEquationsonCompact

RiemannianManifolds[J].JournalofDifferentialEquations,2008,245(2):359-376.
[11] KOCHH,TATARUD.ConservedEnergiesfortheCubicNonlinearSchrödingerEquationinOneDimension

[J].DukeMathematicalJournal,2018,167(17):3207-3313.

(责任编辑:赵立芹)

605   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第64卷 


