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共生种群的有限时间稳定性分析及最优捕获算法

张双红,徐袁媛
(吉林师范大学 数学与计算机学院,吉林 四平136000)

摘要:针对共生种群在有限时间内的最优捕获问题,通过讨论共生种群的有限时间稳定性,
并利用Pontryagin极大值原理及Hamilton函数方法,给出共生种群的最优捕获策略.首先,
基于养殖过程的数据信息对共生生物生长过程建立非线性模型,并在保证生态环境平衡的条

件下,深入分析共生生长过程和共生系统的有限时间稳定性,给出了严格的证明过程;其次,
应用基于Lyapunov方法的Pontryagin极大值原理推导出一种最优采收方法,并得到了最优

采收解的一般算法;最后,用仿真对比实验结果证明该算法的有效性.
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Abstract:Aimingattheproblemofoptimalharvestingofsymbioticpopulationsinfinitetime,we
proposedtheoptimalharvestingstrategyforsymbioticpopulationsbydiscussingfinite-timestability
ofsymbioticpopulations,utilizingPontryaginmaximumprincipleandHamiltonfunctionmethod.
Firstly,anonlinearmodelofthegrowthprocessofsymbioticorganismswasestablishedbasedonthe
datainformationofthebreedingprocess.Undertheconditionofensuringthebalanceofecological
environment,thefinitetimestabilityofthesymbioticgrowthprocessandthesymbioticsystemwas
deeplyanalyzed,andastrictproofprocesswasgiven.Secondly,anoptimalharvestingmethodwas
derivedbyapplyingPontryaginmaximizationprinciplebasedonLyapunovmethod,andthegeneral
algorithmofoptimalharvestingsolutionwasobtained.Finally,theeffectivenessoftheproposed
algorithmwasprovedbyusingsimulationandcomparativeexperimentalresults.
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共生关系是自然界中两种生物共同生存的一种关系,可分为互利共生、竞争共生和偏利共生

等[1-2].在水产养殖业中,共生关系常应用于2~3个种群以获得更高的产量[3-4],目前,对共生系统的

性质及最优捕获策略的研究已有许多结果[5-13].在对具有共生关系的种群进行混合养殖的过程中发



现,若其中某一种群受到病虫害威胁或受到环境污染等因素的影响,则其他种群也会随之受到影响,
将会给养殖者造成巨大的经济损失[14].Pontryagin极大值原理是提供最优控制策略的有效方法[15-19],
但其在毒素环境下共生种群的研究中却应用较少.本文基于实际养殖情况,建立毒素影响下的共生种

群模型,研究其生态平衡及系统的有限时间稳定性,并利用基于Lyapunov方法的Pontryagin极大值

原理,为养殖者提出毒素清理条件下共生种群的最优捕获策略.最后,通过实例仿真验证本文结论的

实用性和有效性.

1 问题描述

本文以在有限养殖区域内混合养殖具有共生关系的种群为研究背景,对养殖环境中出现病虫害

毒素的情形进行分析讨论,建立非线性模型,得到共生种群在病虫害条件下的捕获模型如下:

dx(t)
dt =x(t)[a11-a12x(t)+a13y(t)]-αE1(t)x(t),

dy(t)
dt =y(t)[b11-b12y(t)-b13z(t)]-βE2(t)y(t),

dz(t)
dt =z(t)[c11-c12z(t)+c13y(t)]-γE3(t)z(t),

(1)

其中x(t)和y(t)分别表示t时刻种群1和种群2的养殖数量,z(t)表示t时刻养殖环境中病虫害毒素

的数量,a11,b11分别表示养殖者对种群1和种群2的最初投放数量,c11表示养殖环境中滋生病虫害的

初始密度.此外,由于多数共生种群的混合养殖都是在有限养殖区域内进行的,因此根据有限空间增

长模型理论,设其自限系数为a12,b12,c12.在养殖过程中,除养殖户供给种群1的营养外,种群2也会

为种群1提供营养,从而使种群1数量增长,该系数用a13表示.同时,病虫害也会在某一种群中汲取

营养.假设病虫害在种群2中获取营养,将由此增加的病虫害数量系数设为c13,种群2由此使自身

数量减少的系数设为b13.在t时刻,养殖者对种群1的捕获努力量用E1(t)表示,对种群2的捕获努力

量用E2(t)表示,对病虫害的清除努力量用E3(t)表示.设种群1的捕获系数为α,种群2的捕获系数

为β,病虫害的消除系数为γ.αE1(t)和βE2(t)分别为种群1和种群2的捕获率,γE3(t)为病虫害的清

除率.
注1 根据养殖过程中的实际情况,本文做如下假设:
(H)a11>αE1,b11>βE2,c11>γE3.

2 主要结果

下面讨论共生种群系统在病虫害条件下的稳定性及其最优捕获策略.
定理1 若

c12(b11-βE2)-b13(c11-γE3)>0 (2)
成立,则系统(1)有两个非灭绝平衡点:一个病虫害清除平衡点和一个正平衡点.

证明:计算得到系统(1)有如下8个平衡点:
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其中

～x=
(b12c12+b13c13)(a11-αE1)

a12b12c12+a12b13c13 +a13c12(b11-βE2)-a13b13(c11-γE3)
a12b12c12+a12b13c13

,

2141   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第62卷 



～y=c12(b11-βE2)-b13(c11-γE3)
b12c12+b13c13

,

～z=c13(b11-βE2)+b12(c11-γE3)
b12c12+b13c13

.

显然,P7和P8 为系统(1)的非灭绝平衡点.
下面对非灭绝平衡点的稳定性进行分析.平衡点P7 的Jacobi矩阵为
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其中x=b12
(a11-αE1)+a13(b11-βE2)

a12b12
,y=

b11-βE2

b12
,z=0.显然平衡点P7 是不稳定的.由假设(H)

及条件(2)可知P8 为系统(1)的正平衡点.证毕.
在考虑实际应用的情况下,若使生态经济系统有研究价值,就要保证该系统在有限时间内达到稳

定状态,因此下面继续探讨平衡点P8 的有限时间稳定性.
定义1[20] 如果存在一个原点的开邻域N⊆D 和沉降时间函数T:N\{0}→(0,∞),使下列结论

成立,则称原点是系统dx(t)
dt =f(x)的有限时间内稳定点.

1)在 有 限 时 间 内 收 敛:即 对 每 个 x∈N\{0},ψx 是 定 义 在t∈[0,T(x))上 的 函 数,对

ψx(t)∈N\{0}有t∈[0,T(x)),lim
t→T(x)

ψx(t)=0.

2)Lyapunov稳定 性:对 每 个 开 邻 域 Uε 存 在 一 个 N 的 包 含0的 开 子 集 Uδ,使 得 对 每 个

x∈Uδ\{0}及t∈[0,T(x)),都有ψx∈Uε.

引理1[21] 对于系统dx(t)
dt =f(x),存在一个连续函数V:N→ℝ和一个正定函数r:ℝ→ℝ+,使

得下列结论成立:

1)V(x(t),t)是正定的;

2)dV
(x(t),t)
dt ≤-rV(x(t),t),∀(x(t),t)∈N×I;

3)存在一个实数ε>0,使得∫
ε

0

dp
r(p)<+∞,并使得dx(t)

dt =f(x)有限时间内是稳定的,沉降时间

函数为

T0(t0,x0)≤ (t* -t0)+∫
Vx((t*),t*)

0

dp
r(p)

,

其中t0 为初始时间,时间点t*保证了V(x(t*),t*)∈[0,ε].
考虑系统(1)唯一的正平衡点P8(～x,～y,～z),令Z(t)=(z1(t),z2(t),z3(t))T,其中z1(t)=x-～x,

z2(t)=y-～y,z3(t)=z-～z.于是,系统(1)可变换成如下等价形式:

dz1(t)
dt =(z1(t)+ ～x)[a11-a12(z1(t)+ ～x)+a13(z2(t)+ ～y)-αE1],

dz2(t)
dt =(z2(t)+ ～y)[b11-b12(z2(t)+ ～y)-b13(z3(t)+ ～z)-βE2],

dz3(t)
dt =(z3(t)+ ～z)[c11-c12(z3(t)+ ～z)+c13(z2(t)+ ～y)-γE3].

(3)

  定理2 系统(3)是有限时间稳定的,且稳定时间函数:

T0(t0,Z0)≤ (t* -t0)+∫
V(Z(t*),t*)

0

dZ(t)
r(Z(t))

, (4)

其中对于实数ε>0,在时刻t*使得V(Z(t*),t*)∈[0,ε]成立.

证明:设函数V(Z(t),t)=
(z3(t)+～z)2/3
c11-γE3

,当(z3(t)+～z)∈N\{0}时,可得V(Z(t),t)>0.令
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r(Z(t))=23
[k1(z3(t)+ ～z)-(c11-γE3)]>0,

其中

c11-γE3 <k2(z3(t)+ ～z)<k1(z3(t)+ ～z)<c12(z3(t)+ ～z)-c13(z2(t)+ ～y).
于是可得

-r(Z(t))V(Z(t),t)=23
(z3(t)+ ～z)2/3-23

k1(z3(t)+ ～z)
c11-γE3

(z3(t)+ ～z)2/3.

同时又有

dV(Z(t),t)
dt =23

(z3(t)+ ～z)2/3-23
c12(z3(t)+ ～z)-c13(z2(t)+ ～y)

c11-γE3
(z3(t)+ ～z)2/3.

因此可得

dV(Z(t),t)
dt +r(Z(t))V(Z(t),t)= 2

3
(z3(t)+ ～z)2/3-23

c12(z3(t)+ ～z)-c13(z2(t)+ ～y)
c11-γE3

(z3(t)+ ～z)2/3-

2
3
(z3(t)+ ～z)2/3+23

k1(z3(t)+ ～z)
c11-γE3

(z3(t)+ ～z)2/3 <0,

即

dV(Z(t),t)
dt ≤-r(Z(t))V(Z(t),t).

又由于

V(Z(t),t)=
(z3(t)+ ～z)2/3
c11-γE3

,  (z3(t)+ ～z)∈N,

因此对于实数ε>0,存在某时刻t*使得V(Z(t*),t*)∈[0,ε]成立.记

k1(z3(t)+ ～z)=K1,  k2(z3(t)+ ～z)=K2,
则有

∫
ε

0

dZ(t)
r(Z(t))=∫

ε

0

dZ(t)
(2/3)[k1(z3(t)+ ～z)-(c11-γE3)]

≤

∫
ε

0

3dZ(t)
2[k1(z3(t)+ ～z)-k2(z3(t)+ ～z)]=∫

ε

0

3dZ(t)
2(K1-K2)<+∞.

  综上由引理1可知,系统(3)在有限时间内保持稳定,且稳定时间函数为式(4).证毕.

3 最优捕获策略

下面基于Pontryagin极大值原理,并考虑养殖环境存在毒素或病虫害的情况,给出共生种群的

最优采收策略.
记c1,c2 分别为每单位种群1、种群2的捕获努力量E1(t)和E2(t)所需的投入成本,c3 为每单位

环境毒素或病虫害清除努力量E3(t)所需的投入成本.设养殖过程中经营者可投入成本的最大值为M,
则根据养殖的实际情况成本变量应符合如下关系:

0≤∫
T

t0

[c1E1(t)+c2E2(t)+c3E3(t)]dt≤M. (5)

  在养殖过程的t时刻,经济种群的总捕获量分为以下两部分:种群1的总捕获量αE1(t)x和种群2
的总捕获量βE2(t)y.设市场上种群1和种群2的单位平均价格为b.根据经济学原理,供求关系对价

格产生影响.假设当捕获量较高时,供过于求导致的价格下降金额记为a,则养殖经营者在时刻t的净

收入为

R=b[αE1(t)x+βE2(t)y)]-aα2E2
1(t)x2-c1E1(t)-c2E2(t)-c3E3(t),  b>a>0. (6)

于是,符合模型中考虑影响因素的最大净利润可表示为∫
T

t0
e-δtRdt,即最优采收策略的目标函数为

J=∫
T

t0
e-δtRdt, (7)
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其中δ为贴现率.
注2 本文假设种群1的单价比种群2的单价高很多,因此在目标函数中忽略由于种群2捕获量

高低而产生的市场价格浮动.
下面考虑系统(5)的最优控制问题:

max
E1,E2,E3∫

T

t0
e-δtRdt,

其中x(t),y(t),z(t)有如下初值:x(0)>0,y(0)>0,z(0)>0.记E1(t)=E1,E2(t)=E2,E3(t)=E3

符合条件.因此,系统(1)的Hamilton函数为

H(X,Λ,E1,E2,E3,t)=-eδt[b(αE1x+βE2y)-aα2E2
1x2-c1E1-c2E2-c3E3]+

λ1[x(a11-a12x+a13y)-αE1x]+λ2[y(b11-b12y-b13z)-βE2y]+
λ3[z(c11-c12z+c13y)-γE3z],

其中X=(x,y,z)T,Λ=(λ1,λ2,λ3).
令现值伴随向量为qi(t)=eδtλi(t),并且记Q=(q1,q2,q3),于是,原始Hamilton函数可写成如下

形式:
～H(X,Q,E1,E2,E3)=eδtH(X,Λ,E1,E2,E3,t)=

[b(αE1x+βE2y)-aα2E2
1x2-c1E1-c2E2-c3E3]+

q1[x(a11-a12x+a13y)-αE1x]+q2[y(b11-b12y-b13z)-βE2y]+
q3[z(c11-c12z+c13y)-γE3z].

由于控制方程为

∂～H(X,Q,E1,E2,E3)
∂Ei

=0,  i=1,2,3. (8)

因此由式(8)可得如下解:

q2=bβy-c2
βy

, (9)

q3=-c3
γz
, (10)

E1=bαx-c1-q1αx
2a1α2x2

. (11)

将式(10)代入 Hamilton方程,可得 Hamilton方程的新形式.由 Pontryagin极大值原理,经典

Hamilton方程为

dX
dt=∂

～H(X,Q,E1,E2)
∂Q

, (12)

dQ
dt=-∂

～H(X,Q,E1,E2)
∂X +δQ. (13)

再由式(9)~(13)可得如下解:

y= -B+ B2+4AC
2A

, (14)

Z=c11+c13y
c12

, (15)

q1= c1(c1/(αx)-b)
2aαx2(a11-2a12x+a13y-δ)-c1

, (16)

E2=c12(b11-b12y)-b13(c11+c13y)
βc12

, (17)

其中

A=βγbb13c13,

B=γb13(βbc11-c2c13)+βγc3c12c13,
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C=γc2b13c11+βc3c12(1-γc11).

为求出x的解,把式(9)~(17)代入方程dq2
dt=0

,可得如下关于x的方程:

M0x3+M1x2+M2x+M3=0, (18)
其中

M0=4α2βaa12K-2α2aa13b13(βby-c2),

M1=-2α2βaK(a11+a13y-δ),

M2=-αβbc1a13,

M3=αβc1K+βc1a13,

K=-b(b11-b12y)+bb13(c11+c13y)
c12 + b-c2

β
æ

è
ç

ö

ø
÷

y
(b12y-δ)+c3c13

γ .

经讨论可知方程(18)必有正实根x.
把x,y,z的实值及E1 和E2 代入系统(1),可得如下取得极值的最优捕获策略:

E1=bαx-c1-q1αx
2aα2x2

,

E2=c12(b11-b12y)-b13(c11+c13y)
βc12

,

E3=c13[(b-q1)αx-c1]-2aαx2c13(a11-a12x+a13y)
2αγaa13x2

.

  本文讨论的算法针对共生种群之一受外界因素(如病虫害、毒素、污染、外来入侵物种等)影响的

情况,给出了在清除外界因素影响的同时实现最优采收的策略.为混合养殖经济作物抵御外部因素干

扰、实现最优采收提供了有效保障.

4 仿真实例

下面通过一个具体实例说明本文算法的有效性.
例1 在我国,多数养殖者会对龙虾和莲藕进行混合养殖[22],莲藕的农家肥释放出的微生物可供

龙虾食用,龙虾的排泄物也能为莲藕提供底肥,这种共生关系可有效增加产量,提高经济效益.可

一旦出现蚜虫病虫害,就会危害莲藕的正常生长,进而龙虾的产量也会受到消极影响.此时即可应用

本文提出的毒素条件下共生种群的最优捕获策略.设养殖者对龙虾和莲藕的初始投放数量分别为0.3,

0.4,蚜虫病虫害最初出现的数量为0.3.由于3个种群内部争夺共同资源而产生的制约系数分别为

0.01,0.001和0.05,龙虾因食用莲藕释放的微生物而增长的系数为0.05.蚜虫会刺吸莲藕汁液,这也

是导致蚜虫数量增长的因素之一,其增长系数为0.01.莲藕受到病虫害,产量会随之减少,该系数为

0.03.在养殖过程中,养殖者对龙虾和莲藕的捕获努力量系数分别为0.4,10,对蚜虫的清除努力量系

数为0.1.根据市场规律,可设现值折现率δ=0.01.龙虾的单位捕获人工花费为人民币3元,莲藕的

单位收割花费为人民币5元,蚜虫病虫害的单位清除花费为人民币2元.每一单位龙虾和莲藕均价b
为人民币100元.鉴于供求关系对价格的影响,设龙虾产量增加,供过于求时,单位售价降低值a为

人民币5元.
根据例1,此时模型可表示为如下形式:

dx(t)
dt =x(0.3-0.01x+0.05y-0.4E1),

dy(t)
dt =y(0.4-0.001y-0.03z-10E2),

dz(t)
dt =z(0.3-0.05z+0.01y-0.1E3).

对应上述参数,可得相应的龙虾捕获努力量E1、莲藕捕获努力量E2 以及蚜虫的清除努力量E3 分别为
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E1=29.696x-20
16x2

,

E2=11-0.35y
50

,

E3=4113.04x-200-4x2(30-x+5y)
200x2 .

根据上述捕获努力量,可得系统的最大利润如下:

J max
E1,E2,E3

=∫
T0

t0
e-0.01t[100(0.4E1x+10E2y)-0.8E2

1x2-2E1-5E2-3E3]dt.

图1 最大利润仿真图像

Fig.1 Simulationimageofmaximumprofit

通 过 计 算 可 得 E1 =2.2276,E2 =0.0209,

E3=1.2579,最大利润为J=24688元.根据上述

参数,可得最大利润仿真图像如图1所示.
在实际养殖过程中,由于蚜虫的过度生长,

导致龙虾和莲藕的产量降低.由图1可知,采用本

文的最优收获策略,最大利润为24688元.该最大

利润不低于没有蚜虫的利润.
综上所述,本文建立了共生种群模型,并考虑

了其在毒素或病虫害环境下的动力性态,给出了模

型种群系统的有限时间稳定条件,并利用基于

Lyapunov方法的Pontryagin极大值原理,得到共

生种群系统在清除毒素或病虫害条件下的最优采收方法,从而得到一般采收的最优算法.最后,用

实例验证了本文方法的可行性和有效性,仿真结果表明,一般算法可以在限定养殖周期内实现最优

效益.
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