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摘要　提出 n元泛齐次函数的概念. 统一了齐次函数、广义齐次函数，以及一类非齐次函数；探讨了基于权函数法

的 n元泛齐次核 Hilbert型重积分不等式的最佳搭配参数，并得到其充分必要条件与最佳常数因子的表达式；给出对应重

积分算子 T最佳搭配参数的等价条件及算子范数的表达式；讨论了形如 的非齐次核重积分算子的有界

性及其范数求解问题.
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 0    引言

Hilbert型积分不等式及其相关算子问题作为调

和分析与泛函分析交叉领域的主要课题，其发展历程

体现了现代分析学从线性对称结构向非线性非对称

体系演进的内在逻辑.

Hilbert型积分不等式的研究最早可追溯至 1925

年 Hardy[1] 的奠基性工作. 设共轭指数 p、q>1，满足

1
p
+

1
q
= 1．

f ∈ Lp(0,+∞) g ∈ Lq(0,+∞)当 、 时 ，经典 Hilbert型积分

不等式表述为
w +∞

0

w +∞

0

| f (x)g(y)|
x+ y

dxdy≤
π

sin(π/p)

∣∣∣∣∣∣ f ∥p

∣∣∣∣∣∣g∥q，
π

sin(π/p)式中常数因子 是最佳值.

1
x+ y通过该不等式可以得到具有−1阶齐次核 的

积分算子

T ( f )(y) =
w +∞

0

1
x+ y

f (x)dx

Lp(0,+∞) ∥T∥ = π
sin(π/p)是 中的有界算子，算子范数为 .

Xu等 [2] 创立了权函数方法，该方法为 Hilbert型

λ −λ

积分不等式的深入研究奠定了基础，成为讨论 Hilbert

型积分不等式的基本方法. Kuang[3]、Yang等 [4] 利用

权函数方法，将 Lebesgue空间推广为加权 Lebesgue空

间，并引入独立参数 ，分别得到 阶齐次核的 Hilbert

型积分不等式，即
w +∞

0

w +∞

0

| f (x)g(y)|
xλ+ yλ

dxdy≤
π

λsin(π/p)
∥ f ∥p,1−λ∥g∥q,1−λ，

（1）
w +∞
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0

| f (x)g(y)|
(x+ y)λ

dxdy≤

B(
p+λ−2

p
,
q+λ−2

q
)∥ f ∥p,1−λ∥g∥q,1−λ， （2）

−λ
1

xλ+ yλ

式（1）和（2）的常数因子皆为最佳值，且通过式（1）和

（2），可知具有 阶齐次核 的积分算子

T1( f )(y) =
w +∞

0

1
xλ+ yλ

f (x)dx，

−λ
1

(x+ y)λ
以及具有 阶齐次核 的积分算子

T2( f )(y) =
w +∞

0

1
(x+ y)λ

f (x)dx

L1−λ
p (0,+∞) L(1−λ)(1−p)

p (0,+∞)皆为 到 的有界算子. 相应算

子范数分别为 
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∥T1∥ =
π

λsin(π/2λ)
，

∥T2∥ = B
(

p+λ−2
p

,
q+λ−2

q

)
．

Lαp(0,+∞)表示加权 Lebesgue空间，即

Lαp(0,+∞) =
{

f (x)：∥ f ∥p,α =

(w +∞

0
xα| f (x)|pdx

)1/p

< +∞
}
．

洪勇 [5] 对 Hilbert型积分不等式进行了积分重数

和多参数方面的全方位推广.

设

a > 0，
n∑

i=1

1
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= 1，
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1
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n∏
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pi，

λ >
1
a

(
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)
，i = 1,2, · · · ,n，

则
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α
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α

1
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Γ

(
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a

(
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·

w ∞

α
(t−α)n−1−αλ| fi(t)|pidt

]1/pi

．

Yang[6] 在该基础上利用权函数方法得到如下结论.

设

n≥2，
n∑

i=1

1
pi

= 1 (pi > 1)，

λ > n− min
1≤i≤n
{pi}，

fi ∈ Ln−1−λ
p (0,+∞)，

则 w +∞

0
· · ·

w +∞

0

| f1 (x) f2 (x) · · · fn (x)|
(x1+ x2+ · · ·+ xn)

λ
dx1 · · ·dxn≤

1
Γ(λ)

n∏
i=1

Γ

(
pi+λ−n

pi

) n∏
i=1

∥ fi∥pi ,n−1−λ，

式中最佳常数因子为

1
Γ (λ)

n∏
i=1

Γ

(
pi+λ−n

pi

)
．

相应地，令

qn = (
n−1∑
i=1

1
pi

)−1，

−λ通过该不等式，可知具有 阶 n元齐次核

1
(x1+ x2+ · · ·+ xn)

λ

的积分算子

T3( f1, f2, · · · , fn−1)(xn) =w +∞

0
· · ·

w +∞

0

f1(x) f2(x) · · · fn−1(x)
(x1+ x2+ · · ·+ xn)

λ
dx1 · · ·dxn−1，

是从
n−1∏
i=1

Ln−1−λ
pi

(0,+∞)

到

L(n−1−λ)(1−qn)
qn

(0,+∞)

的有界算子，算子范数为

∥T3∥ =
1
Γ(λ)

n∏
i=1

Γ

(
pi+λ−n

pi

)
．

n−1∏
i=1

Lαi

pi
(0,+∞) Lαi

pi
(0,+∞) i = 1,2, · · · ,n−1表示 ， 的乘积空间[7]

n−1∏
i=1

Lαi

pi
(0,+∞) ={

( f1, f2, · · · , fn−1) : fi (xi) ∈ Lαi

pi
(0,+∞) , i = 1,2, · · · ,n−1

}
．

Hilbert型不等式的研究迅猛发展 ，这些结果

被推广到齐次核、广义齐次核和若干非齐次核的情

形 [7−8，10−13，15−16] .
洪勇 [17] 讨论了构建具有齐次核的 Hilbert型积分

不等式及同核有界积分算子的最佳搭配参数问题，并

证明了充分必要性 ，从理论上较为完善地解决了

Hilbert型积分不等式的一个重要理论问题，随后该文

献结果被大量推广  [9，14，18−22]
.

{σ1,σ2, τ1, τ2}
K(x,y)

洪勇 [19] 提出了具有参数 的超齐次函

数 ，它统一了齐次函数、广义齐次函数及形如

K1(x,y) =G(xλ1 yλ2 )

的非齐次函数，并利用权函数法得到不等式w +∞

0

w +∞

0
K(x,y) | f (x)g(y)|dxdy≤(

1
|τ1|

)1/q

W1

(
−β+1

q

)
∥ f ∥p,α∥g∥q,β，

式中最佳常数因子为

(
1
|τ1|

)1/qW1(−
β+1

q
)．

同理，令

β(1− p) = γ，

通过以上不等式，可得相应的积分算子

T4( f )(y) =
w +∞

0
K(x,y) f (x)dx

Lαp(0,+∞) Lγp(0,+∞)是从 到 的有界算子，算子范数为
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∥T4∥ = (
1
|τ1|

)1/qW1(−
β+1

q
)．

研究发现，指数型耦合函数

K2(x1, x2, x3) = e−x1(x2+x3)

虽为非齐次函数，但在定义和维数上皆不属于上述超

齐次函数的范畴. 对于具有该形式核的积分算子

T5( f1, f2)(x3) =
w +∞

0

w +∞

0
e−x1(x2+x3) f1(x1) f2(x2)dx1dx2

∥T5∥的最佳搭配参数需要满足的条件，以及其算子范数

的计算问题值得探讨. 这些问题的解决对于Feynman-Kac
半群的有界性分析、参数矩阵与算子谱半径关联的研

究，以及非平衡态统计力学应用的探索具有重要意义.

为了从更一般的角度讨论问题，统一 n元齐次函

数、n元广义齐次函数，以及形如

K3 (x1, x2, · · · , xn) = exp
−xλ1

1

n∑
i=2

xλi

i

，
λiλ j > 0，i、 j = 1,2, · · · ,n

n≥3

K(x1, x2, · · · , xn)

的 n元指数型耦合函数（ ），本文引入 n元泛齐次

函数  （见定义 1）.
本文在文献 [7，19]的基础上，讨论以 n元泛齐次

函数为核的 Hilbert型重积分不等式及其对应重积分

算子的最佳搭配参数问题，并给出相应的应用.

 1    相关定义与引理

定义 1　设

n≥3，σi、τi j ∈ R，i , j，i、 j = 1,2, · · · ,n．
K(x1, x2, · · · , xn) t > 0若函数 满足：对于任意 ，有

K (tx1, x2, x3, · · · , xn) = tσ1 K (x1, tτ12 x2, tτ13 x3, · · · , tτ1n xn)，
K (x1, tx2, x3, · · · , xn) = tσ2 K (tτ21 x1, x2, tτ23 x3, · · · , tτ2n xn)，

...

K(x1, x2, x3, · · · , txn) = tσn K(tτn1 x1, tτn2 x2, tτn3 x3, · · · , xn)，

K(x1, x2, · · · , xn)则称 是具有参数{
σi, τi j

}
，i , j，i、 j = 1,2, · · · ,n

的 n元泛齐次函数.

n× (n+1)可考虑 元矩阵为

A =


−1 τ12 · · · τ1n −σ1

τ21 −1 · · · τ2n −σ2

...
...

...
...

τn1 τn2 · · · −1 −σn

， （3）

τi j

i , j，i、 j = 1,2, · · · ,n
(−σ1,−σ2, · · · ,−σn)

T

A的前 n行前 n列构成的方阵的主对角元素为−1，
为 A的第 i行第 j列元素 ，矩阵

A的第 n+1列为 .

{σi, τi j}不难看出，A与 一一对应.

K(x1, x2, · · · , xn)若 是 n元泛齐次函数，由于

K (tx1, x2, x3, · · · , xn) = tσ1 K (x1, tτ12 x2, tτ13 x3, · · · , tτ1n xn) =
tσ1+τ12σ2 K (tτ12τ21 x1, x2, tτ13+τ12τ23 x3, · · · , tτ1n+τ12τ2n xn)，

K (x1, tx2, x3, · · · , xn) = tσ2 K (tτ21 x1, x2, tτ23 x3, · · · , tτ2n xn) =
tσ2+τ23σ3 K (tτ21+τ23τ31 x1, tτ23τ32 x2, x3, · · · , tτ2n+τ23τ3n xn)，

...
K (x1, x2, x3, · · · , txn) = tσn K (tτn1 x1, tτn2 x2, tτn3 x3, · · · , xn) =

tσn+τn1σ1 K (x1, tτn2+τn1τ12 x2, tτn3+τn1τ13 x3, · · · , tτn1τ1n xn)，

K(tx1, x2, x3, · · · , xn) = tσ1 K(x1, tτ12 x2, tτ13 x3, · · · , tτ1n xn) =
tσ1+τ13σ3 K(tτ13τ31 x1, tτ12+τ13τ32 x2, x3, · · · , tτ1n+τ13τ3n xn)．

由上述提取过程可得

τi jτ ji = 1，

τik +τi jτ jk = 0，

σi+τi jσ j = 0，

i , j , k，i、 j、k = 1,2, · · ·n． （4）

因此不失一般性，本文的讨论总在上述条件下进行.

r (A) = 1引理 1　A如定义 1，当且仅当 时，∑
i,k

τki(ai−1)− (ak −1) = −σk，k = 1,2, · · · ,n

两两等价.

证明　令

ai−1 = xi，i = 1,2, · · · ,n，
则 ∑

i,k

τki(ai−1)− (ak −1) = −σk

两两等价的充分必要条件是 n元线性方程组
−x1+τ12 x2+τ13 x3+ · · ·+τ1n xn = −σ1，

τ21 x1− x2+τ23 x3+ · · ·+τ2n xn = −σ2，
...

τn1 x1+τn2 x2+ · · ·+τn(n−1) xn−1− xn = −σn

r (A) =

1

中任意 2个方程的系数对应成比例，当且仅当

.

由式（4）可知，任取 A的第 i行和第 j行都有

−1 = −τi j ·τ ji, τik = −τi j ·τ jk,σi = −τi j ·σ j，

即存在比例因子

λi j = −τi j，

r (A) = 1

使得 A的第 i行和第 j行成比例，也就是说在一般情

形下都有 .

引理 1得证.

引理 2　设

n≥3，
n∑

i=1

1
pi

= 1 (pi > 1)，ai ∈ R，i = 1,2, · · · ,n．

K(x1, x2, · · · , xn)是 n元泛齐次非负可测函数，并记
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W j =
w

Rn−1
+

K
(
t1, · · · , t j−1,1, t j+1, · · · , tn

) ·∏
i, j

t−ai

i dt1 · · ·dt j−1dt j+1 · · ·dtn， j = 1,2, · · · ,n， （5）

则

w j

(
x j

)
=

w
Rn−1
+

K (x1, · · · , xn) ·∏
i, j

x−ai

i dx1 · · ·dx j−1dx j+1 · · ·dxn = x
σ j+

∑
i, j
τ ji(ai−1)

j W j，

且当 ∑
i,k

τki(ai−1)− (ak −1) = −σk

时，有

W j =
1∣∣∣τk j

∣∣∣Wk，k = 1,2, · · · ,n．

K(x1, x2, · · · , xn)证明　根据 的性质，有 

w j

(
x j

)
=

w
Rn−1
+

xσ j

j K
(
xτ j1

j x1, · · · , xτ j( j−1)

j x j−1,1, x
τ j( j+1)

j x j+1, · · · , xτ jn

j xn

)∏
i, j

x−ai

i dx1 · · ·dx j−1dx j+1 · · ·dxn =

x
σ j+

∑
i, j
τ ji(ai−1)

j

w
Rn−1
+

K
(
u1, · · · ,u j−1,1,u j+1, · · · ,un

)∏
i, j

u−ai

i du1 · · ·du j−1du j+1 · · ·dun = x
σ j+

∑
i, j
τ ji(ai−1)

j W j．

k = 1当 ，即 

n∑
i=2

τ1i(ai−1)− (a1−1) = −σ1

j≥2时，若 ，则有 

W j =
w

Rn−1
+

tσ1

1 K(1, tτ12

1 t2, · · · , tτ1 j−1

1 t j−1, t
τ1 j

1 , t
τ1( j+1)

1 t j+1, · · · , tτ1n

1 tn)
∏

i, j

t−ai

i dt1 · · ·dt j−1dt j+1 · · ·dtn =

1∣∣∣τ1 j

∣∣∣w Rn−1
+

K(1,u2, · · · ,un)u−a2

2 · · ·u
−a j−1

j−1 u
1
τ1 j

(∑
i,1, j

aiτ1i−
n∑

i=2
τ1i−a1+σ1+1

)
j u−a j+1

j+1 · · ·u−an

n du2 · · ·dun =

1∣∣∣τ1 j

∣∣∣w Rn−1
+

K(1,u2, · · · ,un)
n∏

i=2

u−ai

i du2 · · ·dun =
1∣∣∣τ1 j

∣∣∣W1．

k , j k = 2,3, · · · ,n W j =
1∣∣∣τk j

∣∣∣Wk类似可证当 、 时，有 .

 2    n元泛齐次核 Hilbert型重积分不

等式最佳搭配参数的充要条件

定理 1　设

n≥3，
n∑

i=1

1
pi

= 1 (pi > 1)，ai ∈ R，i = 1,2, · · · ,n．

K(x1, x2, · · · , xn) r (A) = 1

W j

是 n元泛齐次非负可测函数， ，

如式（5）所定义且都收敛.

1）令

αi = ai pi−ai+σi+
∑

k,i

τik(ak −1)，

则 w
Rn
+

K(x1, x2, · · · , xn)
n∏

i=1

| fi(xi)|dx1 · · ·dxn≤

n∏
i=1

W1/pi

i

n∏
i=1

∥ fi∥pi ,αi
， （6）

fi(xi) ∈ Lαi

pi
(0,+∞) i = 1,2, · · · ,n式中 ， .

2）当且仅当
n∑

i=2

τ1i(ai−1)− (a1−1) = −σ1

a1,a2, · · · ,an
n∏

i=1

W1/pi

i

时， 是式（6）的最佳搭配参数，即式（6）的最

佳常数因子为 . 此时，式（6）可化为

w
Rn
+

K (x1, x2, · · · , xn)
n∏

i=1

| fi (xi)|dx1 · · ·dxn≤

Wk

∏
j,k

 1∣∣∣τk j

∣∣∣
1/p j n∏

i=1

∥ fi∥pi ,ai pi−1，k = 1,2, · · · ,n． （7）

证明　1）根据 Hölder不等式及引理 2，有
w

Rn
+

K(x1, x2, · · · , xn)
n∏

i=1

| fi(xi)|dx1 · · ·dxn =

w
Rn
+

K(x1, x2, · · · , xn)
n∏

j=1

xa j

j

 n∏
i=1

x−ai

i

1/p j ∣∣∣ f j(x j)
∣∣∣dx1 · · ·dxn≤

n∏
j=1

w Rn
+

xa j p j

j

 n∏
i=1

x−ai

i

 ∣∣∣ f j(x j)
∣∣∣p j K (x1, x2, · · · , xn)dx1 · · ·dxn

1/p j

=

n∏
j=1

(w +∞

0
xa j p j−a j

j

∣∣∣ f j(x j)
∣∣∣p j w j

(
x j

)
dx j

)1/p j

=

n∏
j=1

W1/p j

j

n∏
j=1

(w +∞

0
x

a j p j−a j+σ j+
∑
i, j
τ ji(ai−1)

j

∣∣∣ f j(x j)
∣∣∣p jdx j

)1/p j

=

n∏
i=1

W1/pi

i

n∏
i=1

∥ fi∥pi ,αi
．

故式（6）成立.
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2）先证充分性. 设
n∑

i=2

τ1i(ai−1)− (a1−1) = −σ1，

根据引理 1，有∑
i,k

τki(ai−1)− (ak −1) = −σk，k = 2,3, · · · ,n，

则

αi = ai pi−ai+σi+
∑

k,i

τik(ak −1) = ai pi−1．

又根据引理 2，有

W j =
1∣∣∣τk j

∣∣∣Wk，k , j，k = 2,3, · · · ,n，

故

n∏
i=1

W1/pi

i =

n∏
j=1

W1/p j

j =W1/pk

k

∏
j,k

 1∣∣∣τk j

∣∣∣Wk

1/p j

=

Wk

∏
j,k

 1∣∣∣τk j

∣∣∣
1/p j

，k = 1,2, · · · ,n．

所以式（6）可化为式（7）.

若式（6） 的最佳常数因子不是

Wk

∏
j,k

 1∣∣∣τk j

∣∣∣
1/p j

，k = 1,2, · · · ,n，

M则存在常数 ，使得

0 < M <Wk

∏
j,k

 1∣∣∣τk j

∣∣∣
1/p j

，k = 1,2, · · · ,n，

w
Rn
+

K(x1, x2, · · · , xn)
n∏

i=1

| fi(xi)|dx1 · · ·dxn≤M
n∏

i=1

∥ fi∥pi ,ai pi−1．

为不失一般性，设

0 < M <W1

n∏
j=2

 1∣∣∣τ1 j

∣∣∣
1/p j

=W1

n∏
i=2

(
1
|τ1i|

)1/pi

．

假设

τ1i < 0，

ε、δ > 0取 ，且均充分小，令

f1(x1) =

x
−

a1 p1+ε

p1

1 , x1≥1，
0, 0 < x1 < 1，

fi(xi) =

x
−
(
ai pi+

ε

|τ1i |

)
/pi

i , xi≥δ,

0,0 < xi < δ,
i = 2,3, · · · ,n，

则

n∏
i=1

∥ fi∥pi ,ai pi−1 =

(w +∞

1
x−1−ε

1 dx1

)1/p1
n∏

i=2

(w +∞

δ
x
−1− 1
|τ1i |
ε

i dxi

)1/pi

=

1
ε

n∏
i=2

|τ1i|
1/pi

δ
− ε

pi |τ1i |，

w
Rn
+

K (x1, x2, · · · , xn)
n∏

i=1

| fi (xi)|dx1 · · ·dxn =
w +∞

1
x−1−ε

1 ·

w +∞

δxτ12
1

· · ·
w +∞

δxτ1n
1

K (1, t2, · · · , tn)
n∏

i=2

t
−
(
ai pi+

ε

|τ1i |

)
/pi

i dt2 · · ·dtn

dx1≥

w +∞

1
x−1−ε

1 dx1·w +∞

δ
· · ·

w +∞

δ
K (1, t2, · · · , tn)

n∏
i=2

t
−
(
ai pi+

ε

|τ1i |

)
/pi

i dt2 · · ·dtn

 =
1
ε

w +∞

δ
· · ·

w +∞

δ
K (1, t2, · · · , tn)

n∏
i=2

t
−
(
ai pi+

ε

|τ1i |

)
/pi

i dt2 · · ·dtn

．
于是

w +∞

δ
· · ·

w +∞

δ
K (1, t2, · · · , tn)

n∏
i=2

t
−
(
ai pi+

1
|τ1i |
ε

)
/pi

i dt2 · · ·dtn≤

M
n∏

i=2

|τ1i|1/piδ
− ε

pi |τ1i |． （8）

ε→ 0+令 ，利用 Fatou引理，有

w +∞

δ
· · ·

w +∞

δ
K (1, t2, · · · , tn)

n∏
i=2

t−ai

i dt2 · · ·dtn≤

lim
ε→0+

M
n∏

i=2

|τ1i|1/piδ
− ε

pi |τ1i | = M
n∏

i=2

|τ1i|1/pi．

δ→ 0+再令 ，得

w
Rn−1
+

K(1, t2, · · · , tn)
n∏

i=2

t−ai

i dt2 · · ·dtn≤M
n∏

i=1

|τ1i|1/pi．

由此可得

M≥W1

n∏
i=2

(
1
|τ1i|

)1/pi

．

这与

0 < M <W1

n∏
i=2

(
1
|τ1i|

)1/pi

矛盾.

τ1i > 0、i = 2,3, · · · ,n类似可证 的情形.

综上讨论，可知

Wk

∏
j,k

 1∣∣∣τk j

∣∣∣
1/p j

，k = 1,2, · · · ,n

是式（6）的最佳常数因子.

a1,a2, · · · ,an
n∏

i=1

W1/pi

i

2）下证必要性. 若 是式（6） 的最佳搭

配参数，即式（6） 的常数因子 是最佳的.
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令

τ11 = −1，
n∑

i=2

τ1i (ai−1)− (a1−1)− (−σ1) =

n∑
i=1

τ1i(ai−1)− (−σ1) = c，

ai
′ = ai−

c
τ1i pi

，

则
n∑

i=1

τ1i (ai
′−1)− (−σ1) =

n∑
i=1

τ1i

(
ai−

c
τ1i pi

−1
)
− (−σ1) = 0． （9）

由引理 1可得
n∑

i=1

τki(ai
′−1)− (−σk) = 0，k = 2,3, · · · ,n． （10）

j≥2当 时，求解易得

W j =
1
|τ1i|

w
Rn−1
+

K(1, t2, · · · , tn)

 n∏
i=2

t−ai

i

 tc/τ1 j

j dt2 · · ·dtn，

αi = ai pi−ai+σi+
∑

k,i

τik (ak −1) =

ai
′pi−ai

′+σi+
∑

k,i

τik(ak
′−1) = ai

′pi−1．

故式（6） 可等价为

w
Rn−1
+

K (x1, · · · , xn)
n∏

i=1

| fi (xi)|dx1 · · ·dxn≤W1/p1

1 ·

n∏
j=2

 1
|τ1i|

w
Rn−1
+

K (1, t2, · · · , tn)

 n∏
i=2

t−ai

i

 tc/τ1 j

j dt2 · · ·dtn

1/p j

·

n∏
i=1

|| fi||pi ,a
′
i pi−1．

（11）

因为式（6） 的常数因子是最佳的，故式（11） 的最佳常

数因子为

W1/p1

1

n∏
i=2

 1
|τ1i|

w
Rn−1
+

K (1, t2, · · · , tn)

 n∏
i=2

t−ai

i

 tc/τ1 j

j dt2 · · ·dtn

1/p j

．

根据式（9）和充分性的证明，可知式（11）的最佳常数

因子为

W1
′

n∏
i=2

(
1
|τ1i|

)1/pi

=

n∏
i=2

(
1
|τ1i|

)1/piw
Rn−1
+

K(1, t2, · · · , tn)·

n∏
i=2

t−a1
′

i dt2 · · ·dtn =

n∏
i=2

(
1
|τ1i|

)1/piw
Rn−1
+

K(1, t2, · · · , tn)

 n∏
i=2

t−ai

i

 n∏
i=2

t
c
τ1i pi

i

dt2 · · ·dtn，

于是有

w
Rn−1
+

K(1, t2, · · · , tn)

 n∏
i=2

t−ai

i

 n∏
i=2

t
c
τ1i pi

i

dt2 · · ·dtn =

W1/p1

1

n∏
j=2

w Rn−1
+

K (1, t2, · · · , tn)

 n∏
i=2

t−ai

i

 tc/τ1 j

j dt2 · · ·dtn

1/p j

．

（12）

针对

1, t
c
τ12 p2

2 , · · · , t
c
τ1n pn

n ，

应用 Hölder不等式，有

w
Rn−1
+

K(1, t2, · · · , tn)

 n∏
i=2

t−ai

i

 n∏
i=2

t
c
τ1i pi

i

dt2 · · ·dtn≤

w Rn−1
+

K (1, t2, · · · , tn)

 n∏
i=2

t−ai

i

dt2 · · ·dtn

1/p1

·

n∏
j=2

w Rn−1
+

K (1, t2, · · · , tn)

 n∏
i=2

t−ai

i

 tc/τ1 j

j dt2 · · ·dtn

1/p j

=

W1/p1

1

n∏
j=2

w Rn−1
+

K (1, t2, · · · , tn)

 n∏
i=2

t−ai

i

 tc/τ1 j

j dt2 · · ·dtn

1/p j

．

（13）

根据式（12）和（13）及 Hölder不等式取等号的条件有

tc/τ1 j

j =常数， j = 1,2, · · · ,n，

c = 0从而 .

此即
n∑

i=2

τ1i(ai−1)− (a1−1)− (−σ1) = 0．

同时，由充分性证明可得

w
Rn
+

K (x1, x2, · · · , xn)
n∏

i=1

| fi (xi)|dx1 · · ·dxn≤

Wk

∏
j,k

 1∣∣∣τk j

∣∣∣
1/p j n∏

i=1

∥ fi∥pi ,ai pi−1，k = 1,2, · · · ,n，

即式（6）可化为式（7）.

 3    n元泛齐次核有界重积分算子范数

的等价条件

设

n≥3，
n∑

i=1

1
pi

= 1 (pi > 1)，

qn = (
n−1∑
i=1

1
pi

)−1，ai ∈ R，i = 1,2, · · · ,n．

Lαi

pi
(0,+∞)定义 的乘积空间 [7] 为
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n−1∏
i=1

Lαi

pi
(0,+∞) =

{( f1, f2, · · · , fn−1)： fi(xi) ∈ Lαi

pi
(0,+∞), i = 1,2, · · · ,n−1}．

在此乘积空间上定义重积分算子 T，即

T ( f1, f2, · · · , fn−1) (xn) =w
Rn−1
+

K(x1, x2, · · · , xn)
n−1∏
i=1

fi(xi)dx1 · · ·dxn−1． （14）

1
pn

+
1
qn

= 1利用 ，并根据 Hilbert型积分不等式理论 [14]，

可知式（6）等价于

∥T ( f1, f2, · · · , fn−1)∥qn ,αn(1−qn)≤
n∏

i=1

W1/pi

i

n−1∏
i=1

∥ fi∥pi ,αi
．

于是由定理 1，得到关于加权 Lebesgue空间中 n元泛

齐次核重积分算子 T的定理 2.
定理 2　设

n≥3，
n∑

i=1

1
pi

= 1，pi > 1，

qn = (
n−1∑
i=1

1
pi

)−1，ai ∈ R，i = 1,2, · · · ,n，

K(x1, x2, · · · , xn) r (A) = 1

W j

是 n元泛齐次非负可测函数， ，

如式（5）定义且都收敛，积分算子 T由式（14）定义.

1）令

αi =
∑

k,i
τik(ak −1)− (ai−1)+σi+ai pi−1，

则 T是从
n−1∏
i=1

Lαi

pi
(0,+∞)

到

Lαn(1−qn)
qn

(0,+∞)

的有界算子，且其范数为

∥T∥ = sup
{ ∥T ( f1, · · · , fn−1)∥qn ,αn(1−qn)

n−1∏
i=1

∥ fi∥pi ,αi

： ( f1, · · · , fn−1) ∈

n−1∏
i=1

Lαi

pi
(0,+∞)

}
≤

n∏
i=1

W1/pi

i .

2）当且仅当
n∑

i=2

τ1i(ai−1)− (a1−1) = −σ1

时，T的算子范数为

∥T∥ =Wk

∏
j,k

 1∣∣∣τk j

∣∣∣
1/p j

,k = 1,2, · · · ,n．

推论　设

n≥3，
n∑

i=1

1
pi

= 1，pi > 1，

qn = (
n−1∑
i=1

1
pi

)−1，

λiλ j > 0，ai ∈ R，
1
λi

(1−ai) > 0，i、 j = 1,2, · · · ,n．

积分算子为

T ( f1, f2, · · · , fn−1)(xn) =w
Rn−1
+

exp
−xλ1

1

n∑
i=2

xλi

i

 n−1∏
i=1

fi(xi)dx1 · · ·dxn−1．

令

αi =

n∑
i=2

λ1

λi

(ai−1)− (a1−1)+ai pi−1，

当且仅当
n∑

i=2

λ1

λi

(ai−1)− (a1−1) = 0

时，T是从

n−1∏
i=1

Lαi

pi
(0,+∞)

到

Lαn(1−qn)
qn

(0,+∞)

的有界算子，且其范数为

∥T∥ =
n∏

i=1

|λi|1/pi−1
n∏

i=2

Γ

(
1
λi

(1−ai)
)
．

证明　令

K(x1, x2, · · · , xn) = exp
−xλ1

1

n∑
i=2

xλi

i

，xi > 0，i = 1,2, · · · ,n，

K(x1, x2, · · · , xn)则 n元泛齐次非负函数 的参数矩阵为

A′ =



−1
λ1

λ2

· · · λ1

λn−1

λ1

λn

0

λ2

λ1

−1 · · · − λ2

λn−1

−λ2

λn

0

...
...

...
...

...

λn−1

λ1

−λn−1

λ2

· · · −1 −λn−1

λn

0

λn

λ1

−λn

λ2

· · · − λn

λn−1

−1 0


r(A′) = 1满足 .

考虑
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W1 =
w

Rn−1
+

K (1, t2, t3, · · · , tn)
n∏

i=2

t−ai

i dt2dt3 · · ·dtn =

w
Rn−1
+

exp
− n∑

i=2

tλi

i

 n∏
i=2

t−ai

i dt2dt3 · · ·dtn =

n∏
i=2

w +∞

0
exp

(
−tλi

i

)
t−ai

i dti =

n∏
i=2

1
|λi|

n∏
i=2

Γ

(
1
λi

(1−ai)
)
，

因为

1
λi

(1−ai) > 0，i = 2,3, · · · ,n，

W1 W j、 j = 2,3, · · · ,n，所以 收敛，由引理 2，可知 皆收敛.

又因为

σ1 = 0, τ1i =
λ1

λi

, i = 1,2, · · · ,n，

则
n∑

i=2

τ1i (ai−1)− (a1−1) = −σ1⇔
n∑

i=2

λ1

λi

(ai−1)− (a1−1) = 0．

根据定理 2和上述过程，可知推论成立.
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n-Variable pan-homogeneous kernel multiple integral operator:
equivalent conditions for optimal matching

parameters and applications

Li Zhen1），Li Siqian1），Deng Guantie2），Kong Yinying1）
（ 1）School of Statistics and Data Science，Guangdong University of Finance and Economics，Guangzhou，Guangdong，China；

2）School of Mathematical Sciences，Beijing Normal University，Beijing，China）

exp(−xλ1

1

n∑
i=2

xλi

i )

Abstract　 In  this  paper，   we  introduce  the  concept  of  n-variable  pan-homogeneous  functions，   to  unify
homogeneous  functions，   generalized  homogeneous  functions  and  a  class  of  non-homogeneous  functions.  With  this
weight  function  method，  we  investigate  optimal  matching  parameters  for  Hilbert-type  multiple  integral  inequalities
with  n-variable  pan-homogeneous  kernels，   and  establish  both  necessary  and  sufficient  conditions  as  well  as
expressions  for  best  constant  factor.  We  further  provide  equivalent  conditions  for  optimal  matching  parameters  of
corresponding  multiple  integral  operators T  and  expressions  for  operator  norm.  We  discuss  boundedness  and  norm

calculation for non-homogeneous kernel multiple integral operator in the form  .

Keywords　n-variable  pan-homogeneous  kernel；Hilbert-type  multiple  integral  inequality；weighted  Lebesgue
space；optimal matching parameters；operator norm；n-variable exponential coupling kernel
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