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母婴抗体与疫苗保护的百日咳
疾病模型分析
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摘要：根据百日咳的传播机制，建立了一个包含母体免疫和疫苗免疫的 SEIVR-M 传染病模

型。首先利用下一代矩阵生成法得到了基本再生数，根据线性系统的稳定性理论、比较定理以

及构造 Lyapunov 函数证明了平衡点的稳定性。然后通过数值模拟研究了各参数对疾病传播

的影响。最后引入耦合衰减项，刻画了母体抗体衰减率 δM 与疫苗抗体衰减率 δV 的协同作用，

得到了疾病消失的临界条件。结果表明，通过精准控制母体抗体与疫苗抗体的衰减动力学，可

优化群体免疫效果，最终实现疾病消除的目标。
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百日咳是由百日咳鲍特菌引起的高度传染性呼吸道疾病，其典型临床特征为阵发性痉挛咳嗽，

对婴幼儿健康构成严重威胁，尤其是对于未完成基础免疫接种的婴儿，其病死率可达 1%~3%［1］。

尽管全球范围内已推行了百日咳疫苗（如 DTP/DTaP）的接种，但近年来，即便在疫苗接种率较高的

国家，百日咳的发病率仍呈现上升趋势，形成了“百日咳再现”的现象［2］。造成这一现象的原因有很

多种，包括疫苗免疫力的衰减［3］、病原体抗原变异引发的免疫逃逸［4］、各国疫苗接种策略存在差异［5］

以及诊断技术改进使疾病检出率提高［6］等。

在疫苗保护效果研究方面，Tartof 等［7］基于加州百日咳免疫接种记录与监控数据建立的多状态

马尔可夫模型结果显示，完成 5 剂的 DTaP 接种虽然对重症百日咳患者的保护效果可维持在 85% 以

上，但对轻症/无症状感染患者的保护效果在接种 5 年后下降至 50%，从而增加潜在的传播风险。

Schwartz 等［8］通过研究进一步证实，无细胞百日咳疫苗的保护效力在接种后第 5 年下降至 50%，但适

时加强免疫可使保护效力回升至 82%，这为优化接种策略提供了重要依据。

值得注意的是，母婴抗体的遗传与疫苗保护的相互作用正成为新研究热点。Santilli 等［9］研究

表明，通过为孕产妇接种百日咳疫苗，可使新生儿抗体滴度提升 4~8 倍，且不会增加不良妊娠反

应。但在许多国家，孕妇的疫苗接种覆盖率仍不理想，错误信息的误导、缺乏专业医疗建议以及对

接种的犹豫导致了这一接种差距。Saleem 等［10］研究证实，未接种疫苗的母亲所生婴儿发生重症百

日咳的风险增加 5. 7 倍，故孕妇若选择在怀孕期间接种疫苗，可显著降低新生儿得重症百日咳的

风险。

基于上述研究并根据百日咳的传播机制，建立了带有潜伏期的疫苗接种 SEIVR-M 传染病模型，

用来研究母体免疫和疫苗免疫的联合作用对疾病传播的影响。将模型分为 6 个仓室：具有母体抗体
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的新生儿 M ( t )、易感人群 S ( t )、潜伏期人群 E ( t )、感染人群 I ( t )、疫苗接种人群 V ( t )和康复人群

R ( t )。疾病传播情况如图 1 所示。

图 1 中，Λ 为新生儿的数量，β 为疾病传播过程中的有效接触率，μ 为自然死亡率，ν 为疫苗突破感

染系数，δM 为母体抗体衰减率，δV 为疫苗保护衰减率，η 为疫苗失效率，σ 为潜伏期感染率，γ 为感染者

的恢复率。基于此，建立百日咳疾病传播 SEIVR-M 模型为
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dM
dt

= Λ - δM M - μM

dS
dt

= δM M + δVV - βSI - μS - νS

dE
dt

= βSI + ηβVI - σE - μE

dI
dt

= σE - γI - μI

dV
dt

= νS - δVV - ηβVI - μV

dR
dt

= γI - μR

（1）

1　无病平衡点与基本再生数

无病平衡点（Disease-free equilibrium，DFE）是指在传染病模型中疾病完全消失、仅存于无病人

群的稳态解，此时感染者数量为 0，系统处于无病传播的平衡状态。基本再生数 R0是指在易感人群

中，一个感染者在整个传染期内平均引起的二代病例数，是判断疾病能否流行的关键阈值。R0越大，

疾病的总感染人数越多。根据无病平衡点的定义，令感染者和潜伏者数量全为 0，代入式（1）得到
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0 = Λ - δM M - μM
0 = δM M + δVV - μS - νS
0 = νS - δVV - μV
0 = μR

（2）

图 1　疾病传播流程图

Fig. 1　Flowchart of disease transmission
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由系统（2）中的第一个方程得到 M 0 = Λ
δM + μ

，由第三个方程得到 V 0 = ν
δV + μ

S0。将 V 0 代入第二

个方程中得到

δM M 0 + δV ( ν
δV + μ ) S0 = ( μ + ν) S0，

即

δM M 0 = ( μ + ν - δV ν
δV + μ ) S0，

简化系数得到

μ + ν - δV ν
δV + μ

= ( )μ + ν ( )δV + μ - δV ν
δV + μ

= μδV + μ2 + νμ
δV + μ

=
μ ( )δV + μ + ν

δV + μ
，

故

S0 =
δM ( )δV + μ

μ ( )δV + μ + ν
M 0 =

ΛδM ( )δV + μ

μ ( )δM + μ ( )δV + μ + ν
。

综上，系统（1）的无病平衡点为

E 0 = (M 0，S0，0，0，V 0，0)= ( Λ
δM + μ

，
ΛδM ( )δV + μ

μ ( )δM + μ ( )δV + μ + ν
，0，0， νΛδM

μ ( )δM + μ ( )δV + μ + ν
，0)。

利用下一代矩阵法［11］得到基本再生数 R0的求解过程：
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FV-1 =
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úσ ( )βS0 + ηβV 0

( )σ + μ ( )γ + μ

( )βS0 + ηβV 0 ( )σ + μ

( )σ + μ ( )γ + μ

0 0

，

R 0 = ρ (FV-1)=
σ ( )βS0 + ηβV 0

( )σ + μ ( )γ + μ
= σβΛδM

( )σ + μ ( )γ + μ ( )δM + μ ( δV + μ + ην

μ ( )δV + μ + ν )，
其中，F为新增感染的雅可比矩阵，V为描述恢复、死亡、内部转移的雅可比矩阵。

2　地方病平衡点

定理 1 当 R 0 > 1 时，系统（1）存在唯一的地方病平衡点。

证明  令系统（1）左端均为 0，求解得到

M * = Λ
δM + μ

，E * = γ + μ
σ

I *，V * = νS*

δV + μ + ηβI * ，

S* = ( )σ + μ ( )γ + μ
σβ

1

1 + ηβνI *

( )δV + μ + ηβI * ( )σ + μ

。

迭代求解得到

I * = μ ( )R 0 - 1

β ( )1 +
ην ( )γ + μ

( )δV + μ ( )σ + μ

，

故当且仅当 R 0 > 1 时，I * > 0，地方病平衡点存在，定理 1 得证。
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3　无病平衡点的局部稳定性

定理 2 当 R 0 < 1 时，DFE 局部渐近稳定。

证明  系统（1）在 DFE 处的雅可比矩阵为

J=
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-( )δM + μ 0 0 0 0 0

δM -( )μ + ν 0 -βS0 δV 0

0 0 -( )σ + μ βS0 + ηβV 0 0 0

0 0 σ -( )γ + μ 0 0

0 ν 0 -ηβV 0 -( )δV + μ 0
0 0 0 γ 0 -μ

。

分块计算特征值：

1） M 子系统：λ1 = -(δM + μ)< 0。
2） S - V 子系统：特征方程为 λ2 + (2μ + ν + δV ) λ + ( μ + ν) (δV + μ)- νδV = 0。
由 Routh-Hurwitz 判据［12］得到特征方程系数均为正且行列式 μ2 + μδV + μν > 0，因此，λ2、λ3 实部

为负。

3） E - I子系统：特征方程为 λ2 + (σ + μ + γ + μ) λ + (σ + μ) (γ + μ)- σ ( βS0 + ηβV 0)= 0。

由于 σ + 2μ + γ > 0恒成立，且当 R 0 =
σ ( )βS0 + ηβV 0

( )σ + μ ( )γ + μ
< 1时，(σ + μ) (γ + μ)- σ ( βS0 + ηβV 0)>

0，故方程特征根 λ4、λ5 实部为负。

4） R 子系统：λ6 = -μ < 0。
综上，当 R 0 < 1 时，所有特征值实部均为负，故 DFE 局部渐近稳定；当 R 0 > 1 时，E - I子系统存

在正实部特征值，DFE 不稳定，定理 2 得证。

4　无病平衡点的全局渐近稳定性

定理 3 当 R 0 < 1 时，DFE 全局渐近稳定。

证明  将系统（1）分为两部分，非疾病变量 M、S、V、R 以及疾病变量 E、I。在无病的情况下 E =
I = 0，故系统（1）简化为
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dM
dt

= Λ - δM M - μM

dS
dt

= δM M + δVV - μS - νS

dV
dt

= νS - δVV - μV

dR
dt

= -μR

（3）

其中，R 的方程是
dR
dt

= -μR，故其解为 R ( t )= R (0) e-μt，且当 t → ∞ 时，R ( t )→ 0。对于 M，
dM
dt

=

Λ - δM M - μM 是一个线性方程，其解为

M ( t )= Λ
δM + μ

+ (M (0)- Λ
δM + μ ) e-( )δM + μ t，

且当 t → ∞ 时，M ( t )→ Λ
δM + μ

= M 0。而 S 和 V 是一个线性系统，其解可表示成矩阵的形式：
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d
dt ( )S

V
= A ( )S

V
+ ( )δM M

0
，A= ( )-( )μ + ν δV

ν -( )δV + μ
（4）

因为矩阵A的特征值具有负实部，故系统（4）是全局渐近稳定的，且 S和 V 会趋向于其稳定值 S0 和 V 0。

疾病变量 E 和 I所构成的子系统是一个线性系统，且该子系统的系数矩阵依赖于 S ( t )和 V ( t )的
取值。由于 S ( t )→ S0，V ( t )→ V 0，故考虑其极限系统
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dE
dt

= βS0 I + ηβV 0 I - ( )σ + μ E

dI
dt

= σE - ( )γ + μ I
（5）

系统（5）的稳定性由矩阵 J的特征值决定，J表示为

J=
é

ë

ê
ê
êê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú-( )σ + μ βS0 + ηβV 0

σ -( )γ + μ
。

根据 Routh-Hurwitz 判据［13］，当 (σ + μ) (γ + μ)> σ ( βS0 + ηβV 0)时，该矩阵的特征值具有负实部。

因此，当 R 0 < 1 时，极限系统 E 和 I趋向于其稳定值 0。
接下来需证明对于任何初始条件，E ( t )和 I ( t )均趋向于 0。因为 S ( t )和 V ( t )趋向于 S0 和 V 0，

且 S ( t )≤ S0，V ( t )≤ V 0，根据比较定理［14-18］，考虑辅助系统
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dE
dt

= βS0 I ͂ + ηβV 0 I ͂ - ( )σ + μ E͂

dI
dt

= σE͂ - ( )γ + μ I ͂
（6）

故系统（1）的 E ( t )和 I ( t )被辅助系统（6）的解所控制。而辅助系统（6）在 R 0 < 1 时趋向于 0，所以系

统（1）的 E ( t )和 I ( t )也趋向于 0。
综上，非疾病变量 M、S、V、R在 t → ∞时趋向于无病稳定值 M 0、S0、V 0、0；疾病变量 E、I在 R 0 < 1时

被一个趋向于 0的线性系统所控制，因此也趋向于 0，故无病平衡点在R 0 < 1时全局渐近稳定，定理 3得证。

5　地方病平衡点的局部稳定性

定理 4 当 R 0 > 1 时，地方病平衡点局部渐近稳定。

证明  在地方病平衡点处的雅可比矩阵为
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0 0 σ -( )γ + μ 0 0

0 ν 0 -ηβV * -( )δV + μ + ηβI * 0
0 0 0 γ 0 -μ

，

其特征值为-(δM + μ)和-μ，其余 4 个特征根来自以下子矩阵：
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ν 0 -ηβV * -( )δV + μ + ηβI *

（7）
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计算矩阵（7）的特征多项式得到 P ( λ)= λ4 + a1 λ3 + a2 λ2 + a3 λ + a4。其中，

               a1 = βI *(1 + η)+ δV + σ + γ + ν + 4μ~ψ ( I *)，
a2 = ( )βI * + μ + ν ( )σ + μ + ( )βI * + μ + ν ( )γ + μ + ( )βI * + μ + ν ( )δV + μ + ηβI *

         +( )σ + μ ( )γ + μ + ( )σ + μ ( )δV + μ + ηβI * + ( )γ + μ ( )δV + μ + ηβI *

         -σβI * - νδV ~ψ ( )I *2 ，

a3 = ( )βI * + μ + ν ( )σ + μ ( )γ + μ + ( )βI * + μ + ν ( )σ + μ ( )δV + μ + ηβI *

         +( )βI * + μ + ν ( )γ + μ ( )δV + μ + ηβI * + ( )σ + μ ( )γ + μ ( )δV + μ + ηβI *

         -σβI *( )δV + μ + ηβI * - νδV ( )γ + μ ~ψ ( )I *2 ，

          

       a4 = μ (σ + μ) (γ + μ) [ (δV + μ) (R 0 - 1)+ ηβI * ]+ ψ ( I *2) ~ψ ( I *2)，
故 a1 a2 a3 ~ψ ( I *5)，a3

2 ~ψ ( I *4)，a1
2 a4 ~ψ ( I *2) ⋅ ψ ( I *2)= ψ ( I *4)。当 R 0 > 1 时，I * 足够大，各系数均大于

0，且 a1 a2 a3 > a3
2 + a1

2 a4。由 Routh-Hurwitz稳定性［19］得到地方病平衡点局部渐近稳定，定理 4得证。

6　地方病平衡点的全局渐近稳定性

定理 5 当 R 0 > 1 时，地方病平衡点全局渐近稳定。

证明  构造 Lyapunov 函数：

L = S*( S
S* - 1 - ln S

S* )+ E *( E
E * - 1 - ln E

E * )+ σ + μ
σ

I *( I
I * - 1 - ln I

I * )+ V *( V
V * - 1 - ln V

V * )，
对其求导得到

dL
dt = -( μ + ν) ( )S - S* 2

S
+ βS* I *(2 - S*

S
- SI

S* I * )+ (σ + μ) E *(2 - E *

E
- EI *

E * I )
            +(σ + μ) I *(2 - I

I

*

- IE *

I * E )- δV
( )V - V * 2

V
+ ηβV * I *(2 - V *

V
- VI

V * I * )。

利用几何平均不等式得到
S*

S
+ SI

S* I * ≥ 2 S*

S
+ SI

S* I * = 2 I
I * ≥ 2。 故 2 - S*

S
- SI

S* I * ≤ 0，同理，最

后得到

dL
dt ≤ -( μ + ν) ( )S - S* 2

S
- δV

( )V - V * 2

V
≤ 0。

当且仅当 S = S*，E = E *，I = I *，V = V * 时，
dL
dt = 0，此时 M → M *，R → R*。故当 R 0 > 1 时，地方病

平衡点全局渐近稳定，定理 5 得证。

7　数值模拟和灵敏度分析

基于 Matlab 软件，采用 Dormand-Prince 方法对模型进行分析求解，以验证上述结论。当 Λ =
100，μ = 0. 01，δM = 0. 002，δV = 0. 001，β = 0. 0001，η = 0. 7，σ = 0. 1，γ = 0. 1，ν = 0. 8 时，R 0 < 1。
结合图 2（a）可以看出，与疾病感染程度有关的潜伏期人群仓室和染病人群仓室随着时间的推移感染

人数逐渐趋于 0，疾病逐渐消失。当 Λ = 100，μ = 0. 01，δM = 0. 05，δV = 0. 03，β = 0. 0002，η = 0. 5，
σ = 0. 1，γ = 0. 07，ν = 0. 5 时，R 0 > 1。结合图 2（b）可得，潜伏期人群仓室和染病人群仓室的感染人

数随着时间的推移而上升，然后逐渐趋于一个稳定值，即染病人数不会产生太大的变化，疾病变成了

一种长期存在的地方病。

接下来通过模拟 β、η、σ、γ、δM、δV 不同取值，研究其对总感染人数的影响。
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如图 3（a）—（c）所示，当疾病传播率 β 越低时，疾病在人群中的有效传播能力越弱，单个感染者在

传染期内平均能传染的人数越少。在这种情况下，基本再生数 R 0 也会越小，疾病更容易被控制；当疫

苗突破感染系数 η 越小时，疫苗对疾病的防护效果越强，更能有效地阻断感染和传播。此时，即使有

感染者存在，接种疫苗人群被感染的概率也会显著降低，从而减少了继发病例的数量；当疾病的潜伏

期感染率 σ 越小时，感染者在潜伏期内传播疾病的概率越低，感染者在出现症状前传染给他人的机会

越小，这也会显著降低疾病的有效传播能力。

如图 4（a）—（c）所示，当疾病的恢复率 γ越高时，单个感染者在康复前能够传播给其他人的机会越

低，从而直接减少了有效接触的数量，R 0 会相应下降；当母体抗体衰减速率 δM 越慢时，新生儿通过胎盘

或母乳获得的被动免疫保护作用持续时间越长，使其在生命早期更不容易感染疾病，这显著降低了易

感人群的比例，从而减少疾病在人群中的传播机会；当疫苗保护衰减速率 δV 越慢时，接种者维持有效

免疫防护的时间越长，群体中具有抵抗力的人口比例保持较高水平，从而持续抑制疾病的传播。

图 2　平衡点的稳定性模拟图

Fig. 2　Stability simulation diagrams of equilibrium point

图 3　β、η和 σ对总感染人数的影响

Fig. 3　Impacts of β， η， and σ on the total number of infections

图 4　γ、δM 和 δV 对总感染人数的影响

Fig. 4　Impacts of γ， δM， and δV on the total number of infections
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8　母体抗体与疫苗抗体的衰减率耦合分析

定义耦合衰减项 κ (δM，δV )= 2δM δV

δM + δV

，得到新的耦合方程

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

dM
dt

= Λ - ( )δM + μ M - κMV

dS
dt

= δM M + δVV - βSI - ( )μ + ν S + κMV

dV
dt

= νS - ( )δV + μ V - ηβVI - κMV

（8）

计算得到系统（8）的基本再生数 R10为

R 10 = βσ

( )σ + μ ( )γ + μ
(S10 + ηV 10)，

其中，S10 =
Λ ( )δV + μ

( )δM + μ ( )δV + μ + κΛ
，V 10 = νΛ

( )δV + μ ( )μ + ν + κν
。

定义临界耦合强度 κc，该参数是当基本再生数 R 0 = 1 时的耦合强度值，即 R 0 (κc)= 1，此时系统

将从无病稳态转变为地方病稳态。

基于临界耦合强度定义将 S10、V 10 代入 R 0 得到

βσ

( )σ + μ ( )γ + μ ( Λ ( )δV + μ

( )δM + μ ( )δV + μ + κc Λ
+ η

νΛ

( )δV + μ ( )μ + ν + κc ν )= 1。
假设此时疫苗接种率远大于自然死亡率（ν ≫ μ）且 η ≈ 1，故可以近似忽略第二项得到

βσ

( )σ + μ ( )γ + μ

Λ ( )δV + μ

( )δM + μ ( )δV + μ + κc Λ
≈ 1，

解得

κc ≈
βσ ( )δV + μ

( )σ + μ ( )γ + μ
- ( )δM + μ ( )δV + μ

Λ
。

因此，当 κ < κc 时，耦合作用最强，疾病灭绝；当 κ > κc 时，耦合不足，疾病将持续存在。

令 Ψ = βσΛ

( )σ + μ ( )γ + μ
，基于上述假设可得 δM、δV 需满足

(δM + μ) (δV + μ)+ 2δM δV Λ
δM + δV

> Ψ (δV + μ)，
即当 (δM + μ) (δV + μ) (δM + δV )+ 2δM δV Λ > Ψ (δV + μ) (δM + δV )时，疾病处于一个稳定的消失

状态。当 δM = δV 时，耦合效果最强，将上文数值模拟中的数据代入可得

R 0 - R 10

R 0
≈ κΛ

( )δ + μ
2
+ κΛ

≈ 20%。

综上可得，母体抗体衰减率与疫苗抗体衰减率的耦合关系对抑制疾病传播具有决定性作用。母

体抗体与疫苗抗体的同步衰减可有效减少易感者积累，抑制疾病传播。当 δM = δV 时，耦合效果最

强，可降低 R 0 约 15%~25%。而临界耦合系数 κc 为稳定性阈值，在实际中需确保 κ < κc，进而可实现

疾病的消除。

9　结论

基于百日咳的传播机制，建立了一个同时考虑母体免疫和疫苗免疫的 SEIVR-M 传染病模型。
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首先，利用下一代矩阵法推导出了模型的基本再生数 R 0，并根据线性系统的稳定性理论以及比较定

理，证明了当 R 0 < 1 时无病平衡点的局部和全局渐近稳定性。其次，通过构造 Lyapunov 函数证明了

当 R 0 > 1 时地方病平衡点的全局渐近稳定性。然后，使用 Matlab 软件进行数值模拟，验证了上述结

论。进一步，通过全局灵敏度分析方法，量化了各参数对 R 0 的影响程度。最后引入了耦合衰减项，研

究了母体抗体衰减率 δM 与疫苗抗体衰减率 δV 的协同作用，得到了疾病消失的临界条件。结果表明，

通过调控母体免疫与疫苗免疫的抗体衰减动力学，可提升群体免疫效果，进而抑制疾病的传播。但

此模型简化了真实的免疫过程，难以准确量化母体抗体与疫苗抗体间的复杂相互作用，此为未来模

型优化的重要方向。
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Analysis of Maternal Antibodies and Vaccine Protection in 
a Pertussis Disease Model

XIE Gaoyan，XUE Yakui
（School of Mathematics， North University of China， Taiyuan 030051， China）

Abstract:According to the transmission mechanism of pertussis， an SEIVR-M infectious disease 
model including maternal immunity and vaccine immunity was established. First， the basic reproduction 
number was obtained by using the next-generation matrix generation method， and the stability of the 
equilibrium point was proved according to the stability theory of linear systems， the comparison theorem 
and the Lyapunov function. Second， numerical simulations were used to study the effects of various pa⁃
rameters on disease transmission. Finally， the coupling attenuation term was introduced to describe the 
synergistic effect between the maternal antibody attenuation rate δM and the vaccine antibody attenuation 
rate δV， and the critical condition for disease extinction was obtained. The results show that by precisely 
controlling the attenuation kinetics of maternal antibodies and vaccine antibodies， the effect of herd im ⁃
munity can be optimized， and the goal of disease elimination can be finally achieved.

Key words: maternal antibody； vaccine protection； pertussis； SEIVR-M epidemic model； coupling 
relationship
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