
一类分数次奥里奇-索勃列夫空间的
逐点不等式特征 *

胡家豪1），孙鸿雁1）†，孙一兵2）

（ 1）中国地质大学（北京）数理学院，北京； 2）北京师范大学数学科学学院，北京）

摘要　通过 Hajłasz型上梯度，建立了与连续模及 Young函数相应的分数次奥里奇（Orlicz）-索勃列夫（Sobolev）空间
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 0    引言

ω：[0,+∞)→ [0,+∞) ω函数 称为连续模，若 单调

递增、连续且满足

ω(0) = 0，

∀t > 0，ω (t) > 0，

A：[0,+∞)→ [0,+∞) A称 为 Young函数.  凸，且满足

A(0) = 0，

∀t > 0，A(t) > 0，

lim
t→∞

A(t) =∞．

Rn u ω

A

对 上可测函数 ，其相应于连续模 及 Young
函数 的 Luxemburg半范数为

∥u∥Ẇω,A(Rn) B

inf
{
λ > 0：

w
Rn

w
Rn

A
(
|u (x)−u (y)|
λω (|x− y|)

)
dxdy
|x− y|n≤1

}
．

ω A

Ẇω,A (Rn) ∥u∥Ẇω,A(Rn) <∞
u Ẇω,A (Rn)

由此，定义相应于 及 的齐次奥里奇（Orlicz）-索勃

列夫 （Sobolev）空间 为所有满足

的函数 构成的空间. 已知，模去常数后， 是

一个 Banach空间.

Rn u
−→g = {gk}k∈Z ω

E ⊂ Rn

对 于 上 可 测 函 数 ， 称 非 负 可 测 函 数 序 列

为其一个 -Hajłasz梯度 ，若存在零测集

，使得当

x、y ∈ Rn\E，
2−k−1≤ |x− y| < 2−k

时，有

|u (x)−u (y)|≤ω (|x− y|) [gk (x)+gk (y)
]
．

u ω Dω (u)

ω A

记 的全体 -Hajłasz梯度为 . 由此，相应于

连续模 及 Young函数 ，定义 Hajłasz意义下的 Orlicz-
Sobolev空间的半范数为

∥u∥Ṁω,A(Rn) B inf
−→g ∈Dω(u)

inf

λ > 0：
w
Rn

∑
k∈Z

A
(gk

λ

)
dx≤1

．
Ṁω,A (Rn)Hajłasz型 Orlicz-Sobolev 空间 由满足

∥u∥Ṁω,A(Rn) <∞

u的全体函数 所构成.

ω定理 1　假设连续模 满足增长性条件
K0 B sup

t>0

w t

0

ω (s)
ω (t/64)

ds
s
<∞，

K∞ B sup
t>0

w ∞

t

ω (64t)
ω (s)

ds
s
<∞，

（1）

则

Ẇω,A (Rn) = Ṁω,A (Rn)，

且其半范数等价.

χI I ⊂ [0,∞)关于这一结果，有如下注，其中 表示集合

的特征函数.

注 1　满足式（1）的连续模有

ω (t) = tβ，β > 0，

ω (t) = tβ1χ{0≤t<1}+ tβ2χ{t≥1},β1、β2 > 0，

ω (t) = tβlnα (1/t)χ{0≤t<e−1/β}+β
−αtβχ{t≥e−1/β},α > 0、β ∈ (0, 1)，

ω (t) = tβχ{0≤t<e1/β}+β
αtβlnα (t)χ{t≥e1/β},α > 0、β ∈ (0, 1)．

ω式（1）成立的必要条件是 满足 2倍，即存在常数 
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C > 1 t > 0，使得对所有的 ，有

ω (2t)≤Cω (t)．

因此，

ω (t) = (et −1)β

和

ω (t) = [ln (1+ t)]β

β > 0均不满足式（1），式中 .

注 2　1） 假设

ω (s) = sβ，β ∈ (0,∞)，

A (t) = tp，p ∈ [1,∞)，

Ẇω,A (Rn) Ẇβ,p (Rn) ∥ · ∥Ẇω,A(Rn)空间 即为 ，且 为

∥u∥Ẇβ,p(Rn) =

(w
Rn

w
Rn

|u (x)−u (y)|p

|x− y|n+βp dxdy
)1/p

． （2）

β ∈ (0, 1) Ẇβ,p (Rn)

C∞c (Rn)

β ∈ [1,∞) Ẇβ,p (Rn)

当 时为经典分数次 Sobolev空间 ，

且包含 （全体光滑且具有紧支集函数 ）；当

时， 只包含常值常数 [1]
.

(ω,A)2） 一般地，假设 满足如下增长性条件
w 1

0
A
(

s
ω (s)

)
ds
s
<∞，

w ∞

1
A
(

1
ω (s)

)
ds
s
<∞，

（3）

则

C∞c (Rn) ⊂ Ẇω,A (Rn)．

参见引理 2.
Ẇω,A (Rn)

C∞c (Rn)

当不满足式（3）时，一般情况下， 不一定

包含 .

事实上，若

A(t) = tp，1≤p <∞，
则

ω(s) = sβ

0 < β < 1满足式（3），当且仅当 .

β≥1当 时，

Ẇβ,p (Rn) = Ẇω,A (Rn)

只包含常数，在这个意义下式（3）具有最优性.

注 3　假设

ω (s) = sβ，β ∈ (0, 1)，

A (t) = tp，p ∈ [1, ∞)．

Ṁω,A (Rn)

Ṁβ
p,p (Rn)

∥ · ∥Ṁβ
p,p(Rn)

Hajłasz型 空 间 正 好 是 Koskela等 [2−3] 引 进

的 Hajłasz型 Trieble-Lizorkin空 间 ， 且 范 数

为

∥u∥Ṁβ
p,p(Rn) := inf

−→g ∈Dβ(u)
∥{gk}ℓp∥Lp(Rn)，

Dβ (u) ω(t) = tβ Dω (u)式中 为 时的 .

Hajłasz-Sobolev空间最初由 Hajłasz[4] 提出 ，更多

与 Hajłasz-Sobolev空间相关结果可参见文献 [5−7].
Koskela等 [3] 证明了

Ṁβ
p,p (Rn) = Ẇβ,p (Rn)，

Ẇβ,p (Rn)且（半）范数等价，从而给出了空间 的一个逐

点特征刻画.

 1    预备知识

(X,µ) µ (X) = 1

A：[a,b]→ R L1 (X,µ) f：X→
[a,b]

引 理 1[8]　 设 为 测 度 空 间 且 ， 若

是凸函数，则对 中任意的

，都有

A
(w

X
fdµ

)
≤

w
X
A◦ fdµ．

特别地，对于

{λ j} j∈N ⊂ [0,1]，

若
∞∑
j=1

λ j = 1，

{a j} j∈N ⊂ [a,b]，

则

A

 ∞∑
j=1

λ ja j

≤ ∞∑
j=1

λ jA
(
a j

)
．

Ẇω,A (Rn)下面证明式（3）保证了空间 非平凡.

引理 2　若式（3）成立，则

C∞c (Rn) ⊂ Ẇω,A (Rn)．

证明　设

0 , u ∈C∞c (Rn)，

supp u ⊂ B(0,R)．

为证

u ∈ Ẇω,A (Rn)，

λ > 0只需证明存在 ，使得

I (λ) =
w
Rn

w
Rn

A
(
|u (x)−u (y)|
λω (|x− y|)

)
dydx
|x− y|n <∞．

注意到

I (λ) =
w

B(0,2R)

w
B(0,2R)

A
(
|u (x)−u (y)|
λω (|x− y|)

)
dydx
|x− y|n+

2
r

B(0,2R)

r
Rn\B(0,2R)A

(
|u (x)|

λω (|x− y|)

)
dydx
|x− y|n = I1 (λ)+ I2 (λ)．
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令

λ = ∥u∥L∞(Rn)+ ∥Du∥L∞(Rn)．

I1 (λ)对于 ，由

|u (x)−u (y)|≤∥Du∥L∞(Rn) |x− y|≤λ |x− y|
可知

I1 (λ)≤
w

B(0,2R)

w
B(0,2R)

A
(
|x− y|
ω (|x− y|)

)
dydx
|x− y|n．

x ∈ B (0,2R)观察到当 时，有

B (0,2R) ⊂ B (x,4R)．

由式（3）进一步可得

I1 (λ)≤
w

B(0,2R)

w
B(x,4R)

A
(
|x− y|
ω (|x− y|)

)
dy
|x− y|n dx =

CRn
w 2R

0
A
(

s
ω (s)

)
ds
s
<∞．

I2(λ) u B (0,2R)∖B (0,R) 0对于 ，由于 在 上为 ，因此

I2 (λ) = 2
w

B(0,R)

w
Rn\B(0,2R)

A
(
|u (x)|

λω (|x− y|)

)
dydx
|x− y|n．

x ∈ B (0,R)当 时，有

B(x,R) ⊂ B(0,2R)，

因此，由式（3）可得

I2 (λ)≤2
w

B(0,R)

w
Rn\B(x,R)

A
(

1
ω (|x− y|)

)
dydx
|x− y|n =

CRn
w ∞

R
A
(

1
ω (s)

)
ds
s
<∞，

从而

I(λ) <∞．
证毕.

 2    定理 1的证明

首先证明

Ṁω,A (Rn) ⊂ Ẇω,A (Rn)．

注意到该结论不需要任何其他假设.

ω A引理 3　对任意连续模 和 Young函数 ，总有

Ṁω,A (Rn) ⊂ Ẇω,A (Rn)，

且有范数控制.

u ∈ Ṁω,A (Rn) ϵ ∈ (0,1)证明　设 . 由定义，对任意的 ，

存在

−→g = {gk}k∈Z ∈ Dω (u)，

使得

∥u∥Ṁω,A(Rn)≤ inf

λ > 0：
w
Rn

∑
k∈Z

A
(gk

λ

)
dx≤1

≤
∥u∥Ṁω,A(Rn)+ ϵ．

进而存在

∥u∥Ṁω,A(Rn)≤λ≤∥u∥Ṁω,A(Rn)+2ϵ，

使得 w
Rn

∑
k∈Z

A
(gk

λ

)
dx≤1．

u ∈ Ẇω,A (Rn)下证 ，且

∥u∥Ẇω,A(Rn)≤C∥u∥Ṁω,A(Rn)．

只需证明
w
Rn

w
Rn

A
(
|u (x)−u (y)|
2λω (|x− y|)

)
dydx
|x− y|n≤C0，

C0 u C0 > 0式中 是与 无关的常数，且 .

事实上，由凸性可知
w
Rn

w
Rn

A
(

|u (x)−u (y)|
2(1+C0)λω (|x− y|)

)
dydx
|x− y|n≤1，

从而

∥u∥Ẇω,A(Rn)≤2(1+C0)λ≤2(1+C0)
[∥u∥Ṁω,A(Rn)+ ϵ

]
．

ϵ由 的任意性，可知

∥u∥Ẇω,A(Rn)≤C∥u∥Ṁω,A(Rn)．

−→g ∈ Dω (u) x ∈ Rn由于 ，对几乎所有的 ，有
w
Rn

A
(
|u (x)−u (y)|
2λω (|x− y|)

)
dy
|x− y|n≤

C
∑
k∈Z

2kn
w

R(x,2−k−1 ,2−k )
A
(
|u (x)−u (y)|
2λω (|x− y|)

)
dy≤

C
∑
k∈Z

2kn
w

R(x,2−k−1 ,2−k )
A
(

gk (x)+gk (y)
2λ

)
dy，

式中

R (x,a,b) := {y ∈ Rn：a≤ |y− x| < b}．
A由 的凸性，可知

w
Rn

A
(
|u (x)−u (y)|
2λω (|x− y|)

)
dy
|x− y|n≤

C
∑
k∈Z

2kn
w

R(x,2−k−1 ,2−k )

[
A
(

gk (x)
λ

)
+A

(
gk (y)
λ

)]
dy．

x对该式关于 积分后，有
w
Rn

w
Rn

A
(
|u (x)−u (y)|
2λω (|x− y|)

)
dydx
|x− y|n≤

C
∑
k∈Z

[w
Rn

A
(

gk (x)
λ

)
dx+2kn

w
Rn

w
R(x,2−k−1 ,2−k )

A
(

gk (y)
λ

)
dydx

]
=

C
∑
k∈Z

[w
Rn

A
(

gk (x)
λ

)
dx+2kn

w
Rn

w
R(y,2−k−1 ,2−k )

A
(

gk (y)
λ

)
dxdy

]
≤

C
w
Rn

∑
k∈Z

A
(

gk (x)
λ

)
dx≤C.

证毕.
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反之，在式（1）下有如下结果.

引理 4　在式（1）下，有

Ẇω,A (Rn) ⊂ Ṁω,A (Rn)，

且有范数控制.

u ∈ Ẇω,A (Rn) u ∈ Ṁω,A (Rn)证明　设 ，要证 ，且

∥u∥Ṁω,A(Rn)≤C∥u∥Ẇω,A(Rn)．

不妨设

∥u∥Ẇω,A(Rn) > 0，

否则

∥u∥Ẇω,A(Rn) = 0．

u此时 为常函数，显然有

u ∈ Ṁω,A (Rn)，

且

∥u∥Ṁω,A(Rn) = 0．

考虑

u/∥u∥Ẇω,A(Rn)，

可进一步假设

∥u∥Ẇω,A(Rn) = 1．

j ∈ Z对 ，令

h j (x) := A−1

[?
B(x,2− j)

?
R(x,2− j−1 ,2− j)

A
(
|u (w)−u (z)|
ω (|w− z|)

)
dzdw

]
．

（4）

u x、y对 的 Lebesgue点 ，当

2−k−1≤ |x− y| < 2−k

时，有

|u (x)−u (y)|≤C0

∑
j≥k−1

ω
(
2− j+3) [h j (x)+h j (y)

]
， （5）

C0式中 依赖于 n.
为证明式（5），注意到

|u (x)−u (y)|≤
∣∣∣u (x)−uB(x,2−k )

∣∣∣+ ∣∣∣u (y)−uB(y,2−k+1)

∣∣∣+∣∣∣uB(y,2−k+1)−uB(x,2−k )

∣∣∣．
由于

lim
j→∞

uB(x,2− j) = u (x)，

k ∈ Z对 ，有∣∣∣u (x)−uB(x,2−k )

∣∣∣≤∑
j≥k

∣∣∣uB(x,2− j)−uB(x,2− j−1)

∣∣∣≤∑
j≥k

∣∣∣uB(x,2− j)−uR(x,2− j−1 ,2− j)

∣∣∣+∑
j≥k

∣∣∣uB(x,2− j−1)−uR(x,2− j−1 ,2− j)

∣∣∣≤
C

∑
j≥k

?
B(x,2− j)

?
R(x,2− j−1 ,2− j)

|u (w)−u (z)|dzdw，

式中

R (x,a,b)B {y ∈ Rn：a≤ |y− x| < b}．
w ∈ B (x,2− j) z ∈ R

(
x,2− j−1,2− j)当 、 时，有

2− j≤ |w− z|≤5 ·2− j≤2− j+3，

从而，由 Jensen不等式可得  ∣∣∣u (x)−uB(x,2−k )

∣∣∣≤C
∑
j≥k

ω
(
2− j+3)?

B(x,2− j)

?
R(x,2− j−1 ,2− j)

|u (w)−u (z)|
ω (|w− z|) dzdw =

C
∑
j≥k

ω
(
2− j+3)A−1 ◦A

[?
B(x,2− j)

?
R(x,2− j−1 ,2− j)

|u (w)−u (z)|
ω (|w− z|) dzdw

]
≤

C
∑
j≥k

ω
(
2− j+3)A−1

[?
R(x,2− j−1 ,2− j)

A
(
|u (w)−u (z)|
ω (|w− z|)

)
dzdw

]
．

h j由 的定义可知  ∣∣∣u (x)−uB(x,2−k )

∣∣∣≤C
∑
j≥k

ω
(
2− j+3)h j (x)．

类似地  ∣∣∣u (y)−uB(y,2−k+1)

∣∣∣≤C
∑
j≥k−1

ω
(
2− j+3)h j (y)．

 

利用相似性可得  ∣∣∣uB(y,2−k+1)−uB(x,2−k )

∣∣∣≤ ∣∣∣uB(y,2−k+1)−uR(y,2−k+2 ,2−k+3)

∣∣∣+ ∣∣∣uR(y,2−k+2 ,2−k+3)−uB(x,2−k )

∣∣∣≤
Cω

(
2−k+4)hk−1 (y)+

?
B(x,2−k )

∣∣∣u (z)−uR(y,2−k+2 ,2−k+3)

∣∣∣dz≤

Cω
(
2−k+4)hk−1 (y)+C

?
B(y,2−k+1)

∣∣∣u (z)−uR(y,2−k+2 ,2−k+3)

∣∣∣dz≤Cω
(
2−k+4)hk−1 (y)．
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故式（5）成立.

k ∈ Z对 ，记

gk (x) :=C0

∑
j≥k−1

ω
(
2− j+3)

ω (2−k−1)
h j (x)，

−→g = {gk}k∈Z．
x、y ∈ Rn式（5）说明，对几乎所有 ，若

2−k−1≤ |x− y| < 2−k，

则

|u (x)−u (y)|≤ω (|x− y|) (gk (x)+gk (y))，

即

−→g ∈ Dω (u)．

C、C ′

≥1，证明存在常数 使得w
Rn

∑
k∈Z

A
(gk

C

)
dx≤C

′

． （6）

注意到凸性，有 w
Rn

∑
k∈Z

A
( gk

CC ′

)
dx≤1．

由此及定义，可知

∥u∥Ẇω,A(Rn)≤CC
′

=CC
′∥u∥Ẇω,A(Rn)．

下证式（6）.
ω k ∈ Z由于连续模 满足式（1），对于 ，有

ω
(
2−k−1)≥K−1

0

w 2−k+5

0

ω (s)
s

ds = K−1
0

∑
j≥k−1

w 2− j+4

2− j+3

ω (s)
s

ds≥

K−1
0

∑
j≥k−1

ω
(
2− j+3)，

故 ∑
j≥k−1

ω
(
2− j+3)

K0ω (2−k−1)
≤1．

A (0) = 0由 Jensen不等式及 ，可知

A
(

gk (x)
C0K0

)
= A

∑
j≥k−1

ω
(
2− j+3)

K0ω (2−k−1)
h j (x)

 =
A

∑
j≥k−1

ω
(
2− j+3)

K0ω (2−k−1)
h j (x)+

1−∑
j≥k−1

ω
(
2− j+3)

K0ω (2−k−1)

 ·0
≤

∑
j≥k−1

ω
(
2− j+3)

K0ω (2−k−1)
A
(
h j (x)

)
，

所以
w
Rn

∑
k∈Z

A
(

gk (x)
C0K0

)
dx≤

w
Rn

∑
k∈Z

∑
j≥k−1

ω
(
2− j+3)

K0ω (2−k−1)
A
(
h j (x)

)
dx =

w
Rn

∑
j∈Z

∑
k≤ j+1

ω
(
2− j+3)

ω (2−k−1)
A
(
h j (x)

)
dx．

j ∈ Z由式（1），对于 ，有

1
ω (2− j+3)

≥K−1
∞

w ∞

2− j−3

1
ω (s)

ds
s
=

K−1
∞

∑
k≤ j+1

w 2−k−1

2−k−2

1
ω (s)

ds
s
≥K−1

∞

∑
k≤ j+1

1
ω (2−k−1)

，

故 ∑
k≤ j+1

ω
(
2− j+3)

ω (2−k−1)
≤K∞．

因此
w
Rn

∑
k∈Z

A
(

gk (x)
C0K0

)
dx≤K∞

w
Rn

∑
j∈Z

A
(
h j (x)

)
dx． (7)

另一方面，由式（4）可得w
Rn

∑
j∈Z

A
(
h j (x)

)
dx =

∑
j∈Z

w
Rn

?
B(x,2− j)

?
R(x,2− j+1 ,2− j+2)

A
(
|u (w)−u (z)|
ω (|w− z|)

)
dzdwdx．

交换积分次序，有w
Rn

∑
j∈Z

A
(
h j (x)

)
dx =

∑
j∈Z

w
Rn

?
B(w,2− j)

?
R(x,2− j+1 ,2− j+2)

A
(
|u (w)−u (z)|
ω (|w− z|)

)
dzdxdw．

x ∈ B (w,2− j)当 时，有

R
(
x,2− j+1,2− j+2) ⊂ R

(
w,2− j,2− j+3)．

从而w
Rn

∑
j∈Z

A
(
h j (x)

)
dx≤

C
∑

j∈Z

w
Rn

?
B(w,2− j)

?
R(w,2− j ,2− j+3)

A
(
|u (w)−u (z)|
ω (|w− z|)

)
dzdxdw =

C
∑

j∈Z

w
Rn

?
R(w,2− j ,2− j+3)

A
(
|u (w)−u (z)|
ω (|w− z|)

)
dzdw≤

C
∑

j∈Z

w
Rn

w
R(w,2− j ,2− j+3)

A
(
|u (w)−u (z)|
ω (|w− z|)

)
dzdw
|w− z|n．

利用有限重叠可得w
Rn

∑
j∈Z

A
(
h j (x)

)
dx≤

C
w
Rn

w
Rn

A
(
|u (w)−u (z)|
ω (|w− z|)

)
dzdw
|w− z|n≤C．

该不等式假设

∥u∥Ẇω,A(Rn) = 1

直接成立，结合式（7），即可推得式（6）.

证毕.

结合引理 3和 4可知定理 1成立.

278 北京师范大学学报（自然科学版） 第 62卷



 3    结束语

理解可微性、（偏）导数、积分，以及微积分基本

定理是分析学的基础，相关内容贯穿数学分析、实变

函数与泛函分析等核心课程.

1 < p < +∞ p Ẇ1,p (Rn)设 ，一阶 次 Sobolev空间 有多

种等价定义方式. 例如：

∥·∥Ẇ1,p(Rn)

f

∥ f ∥Ẇ1,p(Rn) = ∥D f ∥Lp(Rn)

1）紧支集光滑函数全体在（半）范数 下完

备化后所得空间 ，其中光滑函数 的范数定义为

，注意到光滑函数导数处处存在；

D f Lp (Rn)2）分布偏导数 属于 的全体局部可积函

数，其中分布偏导数是通过分部积分来定义；

Lp (Rn)

3）在几乎所有平行于坐标轴的直线上绝对连续

且偏导数具有 可积性的全体函数. 实变函数理

论保证了此时偏导数几乎处处存在.

第 1）种方式中，完备化后的函数虽然可由光滑函

数逼近，但对其理解不够直观和形象；第 2）种方式对

于非光滑函数分布偏导数是泛函意义下对导数的推

广，对其理解本身就是一个难点；第 3）种方式对几乎

所有平行于坐标轴的直线上绝对连续这一概念及此

时偏导数几乎处处存在的理解，需要深刻的实变函数

理论及技巧，对分析基础的要求很高.

ω

本文进一步拓展到分数次 Orlicz-Sobolev空间，即

函数的 -上梯度列属于向量值 Orlicz空间的函数全

体，并将对该空间的理解统一到 Hajłasz基于逐点不

等式理解 Sobolev空间的框架下. 这对于学习、理解

和应用这一空间提供了便利.
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