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具p-Laplace算子的分数阶脉冲
微分方程奇异边值问题的解
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摘要:用Banach压缩映像原理和Krsnoasel’skii不动点定理证明一类具有p-Laplace算子的

分数阶脉冲微分方程奇异边值问题解的唯一性和存在性.
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0 引 言

分数阶微分方程广泛应用于空气动力学、复杂介质电动力学、聚合物流变学、实验数据的拟合等

领域,目前,关于分数阶微分方程边值问题解的存在性和唯一性研究已有很多结果[1-14].脉冲微分方

程在物理学、社会学和信号处理建模中具有重要作用[1-6],它可以描述模型在某些时刻发生变化的状

态,不能由经典的微分方程建模表示.关于分数阶脉冲微分方程奇异边值问题的研究已得到广泛关



注[7-8].近年来,具p-Laplace算子的分数阶微分方程的数学模型在多孔介质中的湍流过滤、血液流动、
流变学和材料科学中应用广泛,因此研究具p-Laplace算子的分数阶微分方程边值问题备受关注[9-14].

文献[1]研究了分数阶脉冲微分方程边值问题

Dβ
0+φp(Dβ

0+u(t))=f(t,u(t)), t∈J′,

Δu(tk)=Ik(u(tk)), Δφp(Dα
0+u(tk))=bk, k=1,2,…,m,

u(0)=u0, Dα
0+u(0)=u

ì

î

í

ï
ï

ïï
1

解的存在性,其中0<α,β≤1,1<α+β≤2,0=t0<t1<…<tk<…<tm<tm+1=1,J′=[0,1]\
{t1,t2,…,tm},f∈C([0,1]×ℝ,ℝ),u0,u1∈ℝ,bk∈ℝ,k=1,2,…,m,Ik∈C(ℝ,ℝ).文献[2]用

Schauder不动点定理、不动点指数定理研究了分数阶脉冲微分方程积分边值问题

-Dα
0+u(t)=λa(t)f(t,u,u′), t∈ (0,1)\{tk}mk=1,

Δu(tk)=Ik(u(tk)), t=tk,

u(0)=u′(0)=…=u(n-2)(0), u′(1)=∫
1

0
u(s)dH(s

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï )

的解,其中n-1<α≤n.Dα
0+ 是 Riemann-Liouville分数阶导数,a(t)∈C((0,1),[0,+∞)),

f∈C([0,1]×[0,+∞),[0,+∞)),Ik∈C(ℝ+,ℝ+).文献[8]研究了分数阶微分方程奇异边值问题

Dα
0+u(t)=f(t,u(t)), 0<t<1,

u(0)=u′(t)=u″(t)=u″(1)={ 0
正解的唯一性,其中3<α≤4,Dα

0+为标准的Riemann-Liouville分数阶微分,f:(0,1]×[0,+∞)→
[0,+∞),f在t=0处奇异.

目前,对具p-Laplace算子的分数阶微分方程边值问题的研究已有很多结果,但对具p-Laplace算

子的分数阶脉冲微分方程奇异边值问题的研究报道较少,基于此,本文主要研究具p-Laplace算子的

分数阶脉冲微分方程奇异边值问题
CDβ

0+φ(CDα
0+u(t))=λf(t,u(t),u′(t)), t∈J′, λ>0,

Δu(tk)=Ik(u(tk)), Δu′(tk)=Qk(u(tk),u′(tk)), k=1,2,…,m,

u(0)=u0, u(1)=u1, CDα
0+u(0)=

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

(1)

解的存在性,其中:CDα
0+,CDβ

0+为标准的Caputo分数阶导数,0<β≤1<α≤2,且β+1<α;0=t0<
t1<…<tk<…<tm<tm+1=1,J′=[0,1]\{t1,t2,…,tm};f∈C([0,1]×ℝ2,ℝ),非线性函数f可能

在t=0处具有奇性;Ik(u)∈C(ℝ,ℝ),Qk(u,u′)∈C(ℝ2,ℝ),Δu=u(t+k )-u(t-k ),Δu′=u′(t+k )-
u′(t-k ),Δu(t+k ),Δu(t-k )和Δu′(t+k ),Δu′(t-k )分别为Δu(tk)和Δu′(tk)在t=tk 处的左右极限;φp(s)=
s p-2s,p>1,(φp)-1(s)=φq(s),且1/p+1/q=1.

1 预备知识

为讨论方程解的存在性和唯一性,引入以下空间:令J=[0,1],0=t0<t1<t2<…<tm<tm+1=1,

J0=[t0,t1],…,Jm=(tm,tm+1],PC(J,ℝ)={u:J→ℝ u∈C(Jk),k=0,1,…,m 且u(t+k )存在},
其范数为‖u‖PC=sup

t∈J
u(t),并有PC′(J,ℝ)={u:J→ℝ u∈C(Jk),k=0,1,…,m 且u′(t+k )

存在},其范数为‖u‖PC′=sup
t∈J

u(t)+sup
t∈J

u′(t),显然PC(J,ℝ)与PC′(J,ℝ)为Banach空间.

定义1[7] 函数f:[0,+∞)→ℝ的α>0阶积分定义为

Iα
0+f(t)= 1

Γ(α)∫
t

0
(t-s)α-1f(s)ds,

其中右边是在[0,+∞)上逐点定义的.
定义2[7] 函数f:[0,+∞)→ℝ的α>0阶Caputo微分定义为

CDα
0+f(t)= 1

Γ(n-α)∫
t

0
(t-s)n-α-1f(n)(s)ds,

其中n=[α]+1,右边是在[0,+∞)上逐点定义的.
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定理1(压缩映像原理)[7] 设(X,d)为非空完备度量空间,T:X→X 为X 上的压缩映射,存在

q<1,使得∀x,y∈X,都有d(Tx,Ty)<qd(x,y),则存在唯一的ξ∈X,使得Tξ=ξ.
定理2(Krsnoasel’skii不动点定理)[7] 令M 是Banach空间X 中的非空闭凸子集,并且A,B 为

算子,使得:

1)对∀x,y∈M,Ax+By∈M;

2)A 为全连续算子;

3)B 为压缩映射.
则存在z∈M,使得z=Az+Bz.

引理1(Hölder不等式)[7] 假设γ,δ≥1,满足1/γ+1/δ=1,若a∈Lγ(J),b∈Lδ(J)对于1≤δ≤
∞,ab∈L1(J),则有‖ab‖L1(J)≤‖a‖Lγ(J)‖b‖Lδ(J).

引理2[2] 若α>0,则有:

1)Iα
0+(CDα

0+u(t))=u(t)+c0+c1t+…+cn-1tn-1;

2)CDα
0+(Iα

0+u(t))=u(t).
其中ci∈ℝ,i=0,1,…,n-1,n=[α]+1.

引理3[4] 对p-Laplace算子φp(s)= s p-2s(p>1),下列结论成立:

1)如果1<p<2,uv>0,u ,v ≥r>0,则有 φp(u)-φp(v)≤(p-1)rp-2 u-v ;

2)如果p>2,u ,v <R,则有 φp(u)-φp(v)≤(p-1)Rp-2 u-v .
引理4 对给定的函数y∈C[0,1],u(t)是如下分数阶脉冲微分方程积分边值问题

CDβ
0+φ(CDα

0+u(t))=y(t), t∈J, λ>0,

Δu(tk)=Ik(u(tk)), Δu′(tk)=Qk(u(tk),u′(tk)), k=1,2,…,m,

u(0)=u0, u(1)=u1, CDα
0+u(0)=

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

(2)

的解,当且仅当有如下形式:

u(t)=

∫
t

0

(t-s)α-1
Γ(α) φq∫

s

0

(s-τ)β-1
Γ(β)

y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds-c1-c2t, t∈J0,

∫
t

tk

(t-s)α-1
Γ(α)φq∫

s

0

(s-τ)β-1
Γ(β)

y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+∑

k

i=1∫
ti

ti-1

(ti-s)α-1
Γ(α) φq∫

s

0

(s-τ)β-1
Γ(β)

y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

  ∑
k

i=1

t-tk

Γ(α-1)∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2φq∫
s

0

(s-τ)β-1
Γ(β)

y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

  ∑
k-1

i=1

tk-ti

Γ(α-1)∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2φq∫
s

0

(s-τ)β-1
Γ(β)

y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

  ∑
k

i=1
Ii(u(ti))+∑

k

i=1

(t-tk)Qi(u,u′)+∑
k-1

i=1

(tk-ti)Qi(u,u′)-c1-c2t, t∈Jk

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï ,

(3)

其中c1=-u0,

c2=∑
m+1

i=1∫
ti

ti-1

(ti-s)α-1
Γ(α) φq∫

s

0

(s-τ)β-1
Γ(β)

y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

∑
m

i=1

1-tm

Γ(α)∫
ti

ti-1

(ti-s)α-1φq∫
s

0

(s-τ)β-1
Γ(β)

y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

∑
m-1

i=1

tm -ti

Γ(α)∫
ti

ti-1

(ti-s)α-1φq∫
s

0

(s-τ)β-1
Γ(β)

y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+∑

m

i=1
Ii(u(ti))+

∑
m

i=1

(1-tm)Qi(u,u′)+∑
m-1

i=1

(tm -ti)Qi(u,u′)+u0-u1.

  证明:设u(t)为问题(1)的解,当t∈J0=[0,t1]时,由引理2中1)可得

φp(CDβ
0+u(t))=Iβ

0+y(t)-c0= 1
Γ(β)∫

t

0
(t-s)β-1y(s)ds-c0,
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由边值条件CDα
0+u(0)=0得c0=0,因此

φp(CDβ
0+u(t))= 1

Γ(β)∫
t

0
(t-s)β-1y(s)ds. (4)

对式(4)两边取φ-1
p ,再结合引理2可得

u(t)= 1
Γ(α)∫

t

0
(t-s)α-1φq

1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds-c1-c2t,

从而当t∈J0=[0,t1]时,有

u′(t)= 1
Γ(α-1)∫

t

0
(t-s)α-2φq

1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds-c2,

若t∈J1=(0,t1],则有

u(t)= 1
Γ(α)∫

t

t1

(t-s)α-1φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds-d1-d2(t-t1),

u′(t)= 1
Γ(α-1)∫

t

t1

(t-s)α-2φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds-d2,

其中d1,d2∈ℝ,从而可得

u(t-
1)= 1

Γ(α)∫
t1

0
(t1-s)α-1φq

1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds-c1-c2t1,  u(t+

1)=-d1,

u′(t-
1)= 1

Γ(α-1)∫
t1

0
(t1-s)α-2φq

1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds-c2,  u′(t+

1)=-d2.

由于Δu(tk)=Ik(u(tk)),Δu′(tk)=Qk(u(tk),u′(tk)),

-d1= 1
Γ(α)∫

t1

0
(t1-s)α-1φq

1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds-c1-c2t1+I1(u(t1)),

-d2= 1
Γ(α-1)∫

t1

0
(t1-s)α-2φq

1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds-c2+Q1(u(t1),u′(t1)),

则当t∈J1=(t1,t2]时,有

u(t)= 1
Γ(α)∫

t

t1

(t-s)α-1φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

1
Γ(α)∫

t1

0
(t1-s)α-1φq

1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

t-t1
Γ(α-1)∫

t1

0
(t1-s)α-2φq

1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

I1(u(t1))+(t-t1)Q1(u(t1),u′(t1))-c1-c2t.
利用数学归纳法,当t∈Jk=(tk,tk+1]时,有

u(t)= 1
Γ(α)∫

t

tk

(t-s)α-1φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

1
Γ(α)∑

k

i=1∫
ti

ti-1

(ti-s)α-1φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

∑
k

i=1

t-tk

Γ(α-1)∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

∑
k-1

i=1

tk-ti

Γ(α-1)∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1y(τ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+∑

k

i=1
Ii(u(ti))+

∑
k

i=1

(t-ti)Qi(u(ti),u′(ti))+∑
k-1

i=1

(tk-ti)Qi(u(ti),u′(ti))-c1-c2t.

  由边值条件u(0)=u0,u(1)=u1 可得式(3);反之,若u(t)为式(3)的形式,由引理2中2)可得

u(t)为边值问题(2)的解.

2 主要结果

定义算子T:PC′(J,ℝ)→PC′(J,ℝ)为
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(Tu)(t)= 1
Γ(α)∫

t

tk

(t-s)α-1φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

1
Γ(α)∑

k

i=1∫
ti

ti-1

(ti-s)α-1φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

∑
k

i=1

t-tk

Γ(α-1)∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

∑
k-1

i=1

tk-ti

Γ(α-1)∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+∑

k

i=1
Ii(u(ti))+

∑
k

i=1

(t-ti)Qi(u(ti),u′(ti))+∑
k-1

i=1

(tk-ti)Qi(u(ti),u′(ti))-c1-c2t,

(Tu)′(t)= 1
Γ(α-1)∫

t

tk

(t-s)α-2φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

∑
k

i=1

1
Γ(α-1)∫

ti

ti-1

(ti-s)α-2φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

∑
k

i=1
Qi(u(ti),u′(ti))-c2,

其中c1=-u0,

c2= 1
Γ(α)∑

m+1

i=1∫
ti

ti-1

(ti-s)α-1φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

∑
m

i=1

1-tm

Γ(α-1)∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

∑
m-1

i=1

tm -ti

Γ(α-1)∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+∑

m

i=1
Ii(u(ti))+

∑
m

i=1

(1-tm)Qi(u(ti),u′(ti))+∑
m-1

i=1

(tm -ti)Qi(u(ti),u′(ti))+u0-u1.

  假设:
(H1)存在正数N 及非负值函数a(t),b(t)∈C[0,1],使得

f(t,u,u′)-f(t,v,v′)≤a(t)u-v +b(t)u′-v′ ,
并且A=sup

0≤t≤1
a(t),B=sup

0≤t≤1
b(t),N1/(q-1)= sup

(t,u,u′)∈[0,1]×[0,r]×[-r,r]
f(t,u,u′);

(H2)存在正数L1,L2,L3,LI,LQ,∀x,y∈ℝ,x′,y′∈ℝ,使得

Ik(x)-Ik(y)≤L1 x-y ,  Ik(·)≤LI,

Qk(x,x′)-Qk(y,y′)≤L2 x-y +L3 x′-y′ ,  Qk(·,·)≤LQ;

  (H3)存在μ∈L1
/σ(J,ℝ),σ∈(0,α-1),使得对(t,x,x′)∈(J×ℝ×ℝ),有f(t,x,x′)≤μ(t)

成立,并且有

ρ=2mL1+(4m-2)LQ + u0 + u1 <1. (5)

  定理3 假设1<p<2,条件(H1)~(H3)成立,f∈C(J×ℝ×ℝ),则算子T:PC′→PC′为全

连续算子.
证明:由f,Ii,Qi 的连续性可知T 是连续的,这里不妨设Ω 为PC′(J,ℝ)上的有界子集,根据

p-Laplace算子的定义和性质并结合条件(H1),可得 c1 ≤ u0 ,

c2 ≤ 1
Γ(α)∑

m+1

i=1∫
ti

ti-1

(ti-s)α-1 φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

∑
m

i=1∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2
Γ(α-1)φq

1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+
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∑
m-1

i=1∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2
Γ(α-1)φq

1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+∑

m

i=1
Ii(u(ti))+

∑
m

i=1
Qi(u(ti),u′(ti))+∑

m-1

i=1
Qi(u(ti),u′(ti))+ u0 + u1 ,

从而可得

(Tu)(t)= 1
Γ(α)∫

t

tk

(t-s)α-1 φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

1
Γ(α)∑

k

i=1∫
ti

ti-1

(ti-s)α-1 φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

∑
k

i=1∫
ti

ti-1

(ti-s)α-1
Γ(α-1)φq

1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

∑
k-1

i=1∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2
Γ(α-1)φq

1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+∑

k

i=1
Ii(u(ti))+

∑
k

i=1
Qi(u(ti),u′(ti))+∑

k-1

i=1
Qi(u(ti),u′(ti))+ c1 + c2 ≤

N 2m+2
Γ(α+1)+

4m-2
Γ(α

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
λ

Γ(β+1
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
q-1

+2mL1+2(2m-1)LQ +2u0 + u1 ∶=L1,

(Tu)′(t)≤∫
t

tk

(t-s)α-2
Γ(α-1)φq

1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

∑
k

i=1∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2
Γ(α-1)φq

1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

∑
k

i=1
Qi(u(ti),u′(ti))+ c2 ≤

N λ
Γ(β+1

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
q-1m+1
Γ(α)+mL1+(3m-1)LQ + u0 + u1 ∶=L2,

于是有 (Tu)(t)+ (Tu)′(t)≤L1+L2∶=L,即算子T 一致有界.
另一方面,对t1,t2∈Jk(k=1,2,…,m),不妨设t1≤t2,可得

(Tu)(t2)-(Tu)(t1)≤ 1
Γ(α)∫

t2

tk

(t2-s)α-1φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds-

     1
Γ(α)∫

t1

tk

(t1-s)α-1φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds +

     ∑
k

i=1

t2-tk

Γ(α-1)∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds-

     ∑
k

i=1

t1-tk

Γ(α-1)∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds +

     ∑
k

i=1

(t2-tk)Qi(u(ti),u′(ti))-∑
k

i=1

(t1-tk)Qi(u(ti),u′(ti))+(t2-t1)c2 ≤

     N
Γ(α+1)

λ
Γ(β+1

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
q-1
((t2-tk)α-(t1-tk)α)+

     N
Γ(α)

λ
Γ(β+1

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
q-1

+mLQ + cæ

è
ç

ö

ø
÷2 (t2-t1),

当t2→t1 时,有 (Tu)(t2)-(Tu)(t1)→0,

(Tu)′(t2)-(Tu)′(t1)≤ 1
Γ(α-1)∫

t2

tk

(t2-s)α-2φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds-

1
Γ(α-1)∫

t1

tk

(t1-s)α-2φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds ≤
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N
Γ(α)

λ
Γ(β+1

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
q-1
((t2-tk)α-(t1-tk)α),

当t1→t2 时,有 (Tu)′(t2)-(Tu)′(t1)→0.
因 此 对 ∀ε>0,总 存 在 不 依 赖 于 t1,t2 的 δ=δ(ε)>0,使 得 当 t2-t1 <δ 时,有

‖(Tu)(t2)-(Tu)(t1)‖<ε,从而算子T 在[0,1]上等度连续,由 Arzela-Ascoli定理知,T:PC′→
PC′为全连续算子.

定理4 假设1<p<2,条件(H1)~(H3)成立,则边值问题(1)至少存在一个解.
证明:选取

r>M‖μ‖
q-1
Lλ/σ

2m+2
Γ(α+1)+

4m-2
Γ(α

æ

è
ç

ö

ø
÷

) +2mLI+(4m-2)LQ + u0 + u1 ,

其中M= 1
Γ(β)

1-σ
β-
æ

è
ç

ö

ø
÷

σ
1-

æ

è
ç

ö

ø
÷

σ q-1

.令Br={u∈PC′(J,ℝ)‖u‖≤r},定义算子P,Q 为

(Pu)(t)= 1
Γ(α)∫

t

tk

(t-s)α-1φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

1
Γ(α)∑

k

i=1∫
ti

ti-1

(ti-s)α-1φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

∑
k

i=1

t-tk

Γ(α-1)∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

∑
k-1

i=1

tk-ti

Γ(α-1)∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

∑
m

i=1

1-tm

Γ(α-1)∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

∑
m-1

i=1

tm -ti

Γ(α-1)∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds,

(Qu)(t)=∑
k

i=1
Ii(u(ti))+∑

k

i=1

(t-ti)Qi(u(ti),u′(ti))+∑
k-1

i=1

(tk-ti)Qi(u(ti),u′(ti))-

∑
m

i=1
tIi(u(ti))-∑

m

i=1
t(1-tm)Qi(u(ti),u′(ti))+

∑
m-1

i=1
t(tm -ti)Qi(u(ti),u′(ti))+(1-t)u0+u1t,

于是对∀t∈J,u,v∈Br,再结合条件(H3)和引理1,可得

φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ≤φq

λ
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)(β-1)/(1-σ)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ
1-σ

∫
s

0
μ(τ)1

/σdτ( ))
σ

≤M‖μ‖
q-1
L1/σ,

从而

‖Pu+Qv‖ ≤M‖μ‖
q-1
Lλ/σ

2m+2
Γ(α+1)+

4m-2
Γ(α

æ

è
ç

ö

ø
÷

) +2mLI+(4m-2)LQ + u0 + u1 .

因此Pu+Qv∈Br,由定理2和定理3知,边值问题(1)至少存在一个解.
定理5 假设1<p<2,若条件(H1),(H2)成立,且满足

ρ=N(q-1) 1
Γ(β+1

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
q-1 2m+2
Γ(α+1)+

4m-2
Γ(α

æ

è
ç

ö

ø
÷

) +2mLI+(4m-2)(L2+L3)<1, (6)

则边值问题(1)有唯一解.
证明:设Br 为PC′的有界子集,令Br={u∈PC′ ‖u‖≤r},由式(6)可选取r为如下形式:

r>N λ
Γ(β+1

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
q-1 2m+2
Γ(α+1)+

5m-1
Γ(α

æ

è
ç

ö

ø
÷

) +3mLI+(7m-3)LQ +3u0 +2u1 .

定义算子T:Br→PC′,由定理3可知Tu一致有界,即有 (Tu)(t)+ (Tu)′(t)≤L1+L2<r,因此

得‖(Tu)‖<r,即T(Br)⊆Br,往证T 是压缩算子.
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对于∀t∈J,u,v∈Br,有

(Tu)(t)-(Tv)(t)≤ 1
Γ(α)∫

t

tk

(t-s)α-1 φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ -

     φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,v,v′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

     1
Γ(α)∑

k

i=1∫
ti

ti-1

(ti-s)α-1 φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ -

     φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,v,v′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

     ∑
k

i=1

t-tk

Γ(α-1)∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2 φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ -

     φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,v,v′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

     ∑
k-1

i=1

tk-ti

Γ(α-1)∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2 φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ -

     φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,v,v′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+∑

k

i=1
Ii(u)-Ii(v)+

     ∑
k

i=1

(t-ti)Qi(u,u′)-Qi(v,v′)+∑
k-1

i=1

(tk-ti)Qi(u,u′)-Qi(v,v′)+

     1
Γ(α)∑

m

i=1∫
ti

ti-1

(ti-s)α-1 φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ -

     φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,v,v′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

     ∑
m

i=1

1-tm

Γ(α-1)∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2 φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ -

     φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,v,v′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+

     ∑
m-1

i=1

tm -ti

Γ(α-1)∫
ti

ti-1

(ti-s)α-2 φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,u,u′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ -

     φq
1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1λf(τ,v,v′)dæ

è
ç

ö

ø
÷τ ds+∑

k

i=1
Ii(u)-Ii(v)+

     ∑
m

i=1
Ii(u)-Ii(v)+∑

m

i=1

(1-tm)Qi(u,u′)-Qi(v,v′)+

     ∑
m-1

i=1

(tm -ti)Qi(u,u′)-Qi(v,v′)+∑
m

i=1
Qi(u,u′)-Qi(v,v′)≤

     N(q-1) λ
Γ(β+1

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
q-1 2m+2
Γ(α+1)+

4m-2
Γ(α

æ

è
ç

ö

ø
÷

) +2mL+(4m-2)(L2+L3{ })‖u-v‖.

  由式(6)可得T 为压缩映射,由压缩映射原理知,具p-Laplace算子的分数阶脉冲微分方程奇异边

值问题(1)在PC′有唯一解.

3 应用实例

考虑如下奇异边值问题:

CD1/2
0+φp(CD3/2

0+u(t))=t-1/3 u(t)
16 + u′(t)æ

è
ç

ö

ø
÷

16
, t∈ (0,1),

Δu= u(1/2)
20+ u(1/2)

, Δu= u(1/2)
20+ u(1/2) + u′(1/2)

20+ u′(1/2)
,

u(0)=0, u(1)=1, CD3/2
0+u(0)=0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ,

(7)
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其中β=
1
2
,α=32

,p=43
,λ=m=1,f(t,u,u′)=t-1/3 u(t)

16 + u′(t)æ

è
ç

ö

ø
÷

16
,则有

ρ=N(q-1) 1
Γ(β+1

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
q-1 2m+2
Γ(α+1)+

4m-2
Γ(α

æ

è
ç

ö

ø
÷

) +2mLI+(4m-2)(L2+L3)=

224
512π2+1120≈0.5943<1

,

由定理5知,边值问题(7)有唯一解.
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