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平凡环扩张上的强Ding投射模

李润华,张翠萍
(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:设R M 是平凡环扩张,其中 R 是环,M 是(R,R)-双模.在特定条件下,证明

(X,α)是强Ding投射左R M-模当且仅当序列 M췍RM췍RX
M췍
→
α
M췍RX →

α
X 正合,

并且coker(α)是强Ding投射左R-模.
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Abstract:LetR M beatrivialringextension,whereRbearing,Mbean(R,R)-bimodule.We
provethat(X,α)isastronglyDingprojectiveleftR M-moduleifandonlyifthesequence

M췍RM췍RX
M췍
→
α
M췍RX →

α
Xisexactandcoker(α)isastronglyDingprojectiveleftR-module

undercertainconditions.
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0 引 言

目前,关于Gorenstein投射模的研究已有很多结果:Enochs等[1]引入了Gorenstein投射(内射,
平坦)模的概念,并研究了其性质;Ding等[2]研究了Gorenstein投射模的特殊情形,即强Gorenstein
平坦模,证明了左R-模M 是强Gorenstein平坦模当且仅当M 有右正合的平坦分解,并且对任意平坦

左R-模F,ExtiR(M,F)=0;Gillespie[3]将强Gorenstein平坦模称为Ding投射模,并利用这些模在模

范畴中构造了新的模类;Huang等[4]引入了强Ding投射(内射)模,证明了任意Ding投(内)射模都是

强Ding投(内)模的直和项;Fossum等[5]给出了平凡环扩张上模范畴的等价刻画;Holm等[6]研究了

平凡环扩张上的Gorenstein投射(内射,平坦)模;Mao研究了平凡环扩张上模的同调性质[7],并进一

步研究了平凡环扩张上的Ding投射模和Ding内射模,证明了在特定条件下,(X,α)是Ding投射左R

M-模当且仅当序列M췍RM췍RX
M췍
→
α
M췍RX →

α
X 正合,并且coker(α)是Ding投射左R-模[8].受

上述研究工作的启发,本文研究平凡环扩张上的强Ding投射模.本文中环均指有单位元的非零结合

环,模指酉模.对于环R,R-Mod表示左R-模范畴,RX 表示左R-模,fd(X)表示R-模X 的平坦维数.



设R 是环,M 是(R,R)-双模.在笛卡尔积R×M 上定义乘法为

(r1,m1)(r2,m2)=(r1r2,r1m2+m1r2).
其中r1,r2∈R,m1,m2∈M,则R×M 按普通坐标的加法和上述定义的乘法构成一个环.文献[5]将该

环称为R 关于M 的平凡扩张,记为R M.
R M-Mod的对象为(X,α),其中 X 是左R-模,α:M췍RX→X,并满足α(M췍α)=0.设

(X,α),(Y,β)是左R M-模,则(X,α)到(Y,β)的态射为f,其中f:X→Y 是左R-模同态,并且满足

如下交换图:

左R M-模序列0→(X,α)→(Y,β)→(Z,δ)→0正合当且仅当左R-模序列0→X→Y→Z→0正合[5].
R-Mod和R M-Mod之间存在以下函子:

1)T:R-Mod→R M-Mod,T(X)=(X췍(M췍RX),μ),其中 X∈R-Mod,μ=
0 0æ

è
ç

ö

ø
÷

1 0
:

(M췍RX)췍(M췍RM췍RX)→X췍(M췍RX);T(f)=
f 0
0 M췍
æ

è
ç

ö

ø
÷

f
,其中f:X→Y 是左R-模同态;

2)U:R M-Mod→R-Mod,U(X,α)=X,U(f)=f,其中(X,α)∈R M-Mod,f:(X,α)→
(Y,β)是左R M-模同态;

3)Z:R-Mod→R M-Mod,Z(X)=(X,0),Z(f)=f,其中X∈R-Mod,f:X→Y 是左R-模

同态;

4)C:R M-Mod→R-Mod,C(X,α)=coker(α),C(f)为诱导同态,其中(X,α)∈R M-Mod,

f:(X,α)→(Y,β)是左R M-模同态.
由文献[5]知,(T,U),(C,Z)是伴随对,CT=idR-Mod,UZ=idR-Mod.

1 预备知识及主要结果

定义1[4] 若存在投射左R-模的正合列

P:… →P →
f

P →
f

P →
f

P → …, (1)
使得M≅Kerf,并且对任意平坦模F,序列HomR(P,F)正合,则称左R-模M 是强Ding投射模.

引理1[7] 设(X,α)是左R M-模,则:

1)(X,α)是投射左R M-模当且仅当(X,α)≅T(P),其中P 是投射左R-模;

2)(X,α)是平坦左R M-模当且仅当(X,α)≅T(N),其中N 是平坦左R-模.
引理2[9] 设(X,α)是左R M-模,ρ:X→coker(α)是满同态,则:

1)Z(W)췍R MT(P)≅W췍RP;

2)HomR M(T(P),Z(N))≅HomR(P,N);

3)存在短正合列0→Z(Im(α))→(X,α)→Z(coker(α))→0;

4)存在δ:M췍Rcoker(α)→X,使得δ(M췍ρ)=α.
引理3[10] 设R 是环,U 是有有限平坦维数的右R-模,F:…→Fn-1→Fn→Fn+1→…是平坦

左R-模正合列,则U췍RF正合.
下面讨论平凡环扩张R M 上模的强Ding投射性质.
引理4[11] 设X 是左R-模,则以下条件等价:

1)X 是强Ding投射左R-模;

2)存在投射左R-模正合列(1),使得对任意平坦维数有限的左R-模G,HomR(-,G)作用上述
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序列后仍正合.

定理1 设(X,α)是左R M-模.如果fd(MR)<∞,fd(RM)<∞,序列 M췍RM췍RX
M췍
→
α

M췍RX →
α

X 正合,并且coker(α)是强Ding投射左R-模,则(X,α)是强Ding投射左R M-模.
证明:因为coker(α)是强Ding投射左R-模,所以存在投射左R-模正合列(1),使得coker(α)≅

Ker(f),对任意平坦左R-模F,HomR(P,F)正合.因为fd(MR)<∞,因此由引理3可知,

M 췍RP… →M 췍RP
M 췍

→
f

M 췍RP
M 췍

→
f

M 췍RP → …
正合,并有M췍Rcoker(α)≅Ker(M췍f).

令ρ:X→coker(α)是满同态,则有正合列

M 췍RX →
α

X →
ρ coker(α)→0,

进而有正合列

M 췍RM 췍RX
M 췍
→
α

M 췍RX
M 췍
→
ρ M 췍Rcoker(α)→0.

因为

M 췍RM 췍RX
M 췍
→
α

M 췍RX →
α

X →
ρ coker(α)→0

是正合的,因此由引理2易得以下正合列:

0→M 췍Rcoker(α) →
δ

X →
ρ coker(α)→0,

并且δ(M췍ρ)=α.因为fd(RM)<∞,故由文献[11]中引理3.2可知fd(M췍RP)<∞,再由引理4知

HomR(P,M 췍RP)正 合,从 而 有 Ext1R (Ker(f),M 췍RP)=0.设ι:coker(α)→P 是 单 同 态,
π:P→coker(α)是满同态,满足ιπ=f,则有单同态 M췍ι:M췍Rcoker(α)→M췍RP,从而存在

ψ:X→M췍RP,使得ψδ=M췍ι,存在η:P→X,使得ρη=π.定义λ=
ιρæ
è
ç

ö

ø
÷

ψ
:X→P췍(M췍RP),

ξ=(η,δ(M췍π)):P췍(M췍RP)→X,则有如下行列正合的交换图:

和

所以有正合列

… →P췍 (M 췍RP) →
g

P 췍 (M 췍RP) →
g

P 췍 (M 췍RP)→ …,
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其中g=λξ,X≅Ker(g).因为下图交换:

故可得左R M-模正合列

0→ (X,α)→ (P췍 (M 췍RP),μ)→ (P췍 (M 췍RP),μ)→ …
和

… → (P췍 (M 췍RP),μ)→ (P췍 (M 췍RP),μ)→ (X,α)→0,
即有左R M-模正合序列

P*:… →T(P) →
g

T(P) →
g

T(P) →
g

T(P)→ …. (2)
由引理1可知T(P)为投射模,并有(X,α)≅Ker(g).

下证 HomR M (P*,(Y,β))正合,其中(Y,β)是任意平坦左 R M-模.设(Y,β)是平坦左

R M-模,由引理1知,存在平坦左R-模N,使得(Y,β)≅T(N).由引理2知,存在左R M-模正

合列0→Z(M췍RN)→T(N)→Z(N)→0,因此有复形的正合列

0→HomR M(P*,Z(M 췍RN))→HomR M(P*,T(N))→HomR M(P*,Z(N))→0.
因为HomR M(T(P),Z(N))≅HomR(P,N),故 HomR M(P*,Z(N))≅HomR(P,N)正合.因为

fd(RM)<∞,由文献[11]中引理3.2可知,fd(M췍RN)<∞,故由引理4知 HomR(P,M췍RN)正合.
又因为 HomR M (T(P),Z(M 췍RN))≅HomR (P,M 췍RN),故 HomR (P*,Z(M 췍RN))≅
HomR(P,M췍RN)正合.由 文 献 [12]中 定 理 1.4.7 知, HomR M (P*,T(N))正 合, 即

HomR M(P*,(Y,β))正合.从而(X,α)是强Ding投射左R M-模.证毕.
定理2 设(X,α)是左R M-模,fd(Z(R)R M)<∞,fd(R MZ(R))<∞.如果(X,α)是强

Ding投射左R M-模,则序列M췍RM췍RX
M췍
→
α
M췍RX →

α
X 正合,并且coker(α)是强Ding投射

左R-模.
证明:因为(X,α)是强 Ding投射左R M-模,故由其定义知,存在投射左R M-模正合

列(2),使得(X,α)≅Ker(g),并对任意平坦左R M-模(Y,β),有HomR M(P*,(Y,β))正合.
因为fd(Z(R)R M)<∞,由引理3知Z(R)췍R MP*正合,而Z(R)췍R MT(P)≅R췍RP≅P,

故可得投射左R-模正合列C(P*):…→P→P
C(g
→
)
P→P→…,并有coker(α)≅Ker(C(g)).

设F 是平坦左R-模,则由文献[12]注记2.1.9可知F
→

=limNi,其中 Ni 是自由模.Z(F)=
Z(
→
limNi) →

=limZ(Ni).因为fd(R MZ(R))<∞,故fd(R MZ(F))<∞,因此有 HomR(C(P*),F)

≅HomR M(P*,Z(F))正合.从而coker(α)是强Ding投射左R-模.
因为(X,α)是强Ding投射左R M-模,所以(X,α)是Ding投射左R M-模,由文献[8]中

定理2.1可知,序列M췍RM췍RX
M췍
→
α
M췍RX →

α
X 正合.证毕.

推论1 设(X,α)是 左 R M-模,fd(MR)<∞,fd(R M)<∞,fd(Z(R)R M )<∞,

fd(R MZ(R))<∞,则:

1)(X,α)是强Ding投射左R M-模,当且仅当序列 M췍RX
M췍
→
α
M췍RX →

α
X 正合,并且

coker(α)是强Ding投射左R-模;

2)T(X)是强Ding投射左R M-模,当且仅当X 是强Ding投射左R-模;

3)Z(X)是强Ding投射左R M-模,当且仅当M췍RX=0,并且X 是强Ding投射左R-模.
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证明:1)由定理1和定理2可得.

2)因为序列 M췍RM 췍R(X췍(M췍RP))
M췍
→
u
M 췍R(X췍(M췍RX)) →

u
P췍(M췍RX)正合,

coker(u)=X,故结论成立.

3)因为序列M췍RM췍RX
M췍
→
0
M췍RX →

0
X 正合当且仅当M췍RX=0,coker(0)=X,故结论

成立.证毕.

2 应 用

下面将定理1和定理2的结论应用到一类特殊的平凡环扩张上,即具有零双模同态的 Morita环.
设A,B 为两个环,V 是(A,B)-双模,U 是(B,A)-双模,ϕ:U췍AV→B 和ψ:V췍BU→A 为双模同态,

如果Λ(ϕ,ψ)=
A Væ

è
ç

ö

ø
÷

U B (ϕ,ψ)
中元素的加法为对应位置元素相加,乘法为

a1 v1
u1 b
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

a2 v2
u2 b
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
=

a1a2+ψ(v1 췍u2) a1v2+v1b2
u1a2+b1u2 b1b2+ϕ(u1 췍v2

æ

è
ç

ö

ø
÷)
,

则Λ(ϕ,ψ)称为 Morita环[13].总假设

ϕ(u1 췍v1)u2=u1ψ(v1 췍u2),  v1ϕ(u1 췍v2)=ψ(v1 췍u1)v2,
其中u1,u2∈U,v1,v2∈V,这个条件保证了Λ(ϕ,ψ)是一个结合环.为方便,记一个 Morita环为Λ(ϕ,ψ).

Morita环Λ(ϕ,ψ)上的模结构是已知的[14].Λ(ϕ,ψ)-Mod等价于范畴Ω,其对象为四元组(X,Y,f,g),
其中X∈A-Mod,Y∈B-Mod,f∈HomB(U췍AX,Y),g∈HomA(V췍BY,X),且满足如下交换图:

  设(X1,Y1,f1,g1)和(X2,Y2,f2,g2)是范畴Ω 中的对象,则(X1,Y1,f1,g1)到(X2,Y2,f2,g2)的
态射为(α,β),其中α∈HomA(X1,X2),β∈HomB(Y1,Y2),且满足如下交换图:

特别地,如果ϕ=ψ=0,则Λ(0,0)=
A Væ

è
ç

ö

ø
÷

U B (0,0)
称为具有零双模同态的 Morita环.

注意到U췍V 具有(A×B,A×B)-双模结构,而左 A×B-模是一个元素对(X,Y),其中

X∈A-Mod,Y∈B-Mod,因此(U췍V)췍A×B(X,Y)≅(V췍BY,U췍AX).由文献[5]知,Λ(0,0)=
A Væ

è
ç

ö

ø
÷

U B (0,0)
在对应运算

a væ

è
ç

ö

ø
÷

u b
→((a,b),(u,v))下同构于平凡环扩张(A×B) (U췍V),因此

Λ(0,0)-Mod在函子Θ:Λ(0,0)-Mod→(A×B) (U췍V)-Mod作用下同构于(A×B) (U췍V)-Mod,其中

Θ(X,Y,f,g)=((X,Y),(g,f)).

定理3 设Λ(0,0)=
A Væ

è
ç

ö

ø
÷

U B (0,0)
为 Morita环,(X,Y,f,g)是左Λ(0,0)-模,则:

1)如果fd(UA)<∞,fd(BU)<∞,fd(AV)<∞,fd(VB)<∞,序列V췍BU췍AX
V췍
→
f
V췍BY →

g
X 和

U췍AV췍BY
U췍
→
g
U췍AX →

f
Y 正合,并且coker(f)是强Ding投射左B-模,coker(g)是强Ding投射

左A-模,则(X,Y,f,g)是强Ding投射左Λ(0,0)-模;

2)如果fd((A,B,0,0)Λ(0,0))<∞,fd(Λ(0,0)(A,B,0,0))<∞,且(X,Y,f,g)是强Ding投射左
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Λ(0,0)-模,则序列V췍BU췍AX
V췍
→
f
V췍BY →

g
X 和U췍AV췍BY

U췍
→
g
U췍AX →

f
Y 正合,并且

coker(f)是强Ding投射左B-模,coker(g)是强Ding投射左A-模.

证明:1)由序列V췍BU췍AX
V췍
→
f
V췍BY →

g
X 和U췍AV췍BY

U췍
→
g
U췍AX →

f
Y 正合可知,序列

(U 췍V)췍A×B(U 췍V)췍A×B(X,Y)
(U 췍V)췍 (g,f

→
)
(U 췍V)췍A×B(X,Y)

(g,f
→
)
(X,Y) (3)

正合.又因为coker(g)是强Ding投射左A-模,coker(f)是强Ding投射左B-模,所以coker(g,f)=
(coker(g),coker(f))是强Ding投射左A×B-模.再由定理1可知,((X,Y),(g,f))是强Ding投射左

(A×B) (U췍V)-模,故可得(X,Y,f,g)是强Ding投射左Λ(0,0)-模.
2)因为fd((A,B,0,0)Λ(0,0))<∞,fd(Λ(0,0)(A,B,0,0))<∞,所以fd(Z(A×B)(A×B) (U췍V))<∞,

fd((A×B) (U췍V)Z(A×B))<∞.由(X,Y,f,g)是强Ding投射左Λ(0,0)-模可知,((X,Y),(g,f))是强Ding
投射左(A×B) (U췍V)-模.再由定理2可知,序列(3)正合且coker(g,f)=(coker(g),coker(f))是强

Ding投射左A×B-模,因此可得序列V췍BU췍AX
V췍
→
f
V췍BY →

g
X 和U췍AV췍BY

U췍
→
g
U췍AX →

f
Y

正合,并且coker(f)是强Ding投射左B-模,coker(g)是强Ding投射左A-模.证毕.
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