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一类跳扩散SEIR流行病模型渐近行为的分类

林玉国,郭 丽
(北华大学 数学与统计学院,吉林 吉林132013)

摘要:考虑一类跳扩散SEIR流行病模型并确定其疾病发生与否的阈值.首先,通过一个简

化的极限系统从理论上确定阈值Ξ;其次,用比较原理证明当Ξ<0时,疾病将依指数灭绝;
最后,通过构造合适的Lyapunov函数证明当Ξ>0时,随机系统解的转移概率函数将收敛到

唯一的不变测度,其收敛速度为任意阶多项式收敛.
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ClassificationofAsymptoticBehaviorofaClassof
Jump-DiffusionSEIREpidemicModels
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Abstract:Weconsideredaclassofjump-diffusionSEIRepidemicmodelsanddeterminedthethreshold
forthediseasetooccurornot.Firstly,thethresholdΞ wastheoreticallydeterminedthrougha
simplifiedlimitingsystem.Secondly,byusingcomparisonprinciple,weprovedthatwhenΞ<0,the
diseasebecameexponentiallyextinct.Finally,byconstructinganappropriateLyapunovfunction,we
provedthatwhenΞ>0,thetransitionprobabilityfunctionofthesolutionofastochasticsystem
convergedtotheuniqueinvariantmeasure,withtheconvergencespeedofarbitaryorderpolynomial
convergence.
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0 引 言

许多传染病在潜伏期都具有传染性,如 HIV/AIDS[1-3]和COVID-19[4-6].Jiao等[7]研究了如下

一类潜伏期具传染性的确定性SEIR(susceptible-exposed-infected-recovered)仓室模型:
dS(t)
dt =Λ-βS(t)[I(t)+θE(t)]-μS(t),

dE(t)
dt =βS(t)[I(t)+θE(t)]-(δ+μ)E(t),

dI(t)
dt =δE(t)-(γ+α+μ)I(t),

dR(t)
dt =γI(t)-μR(t

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï ),

(1)



其中:S(t),E(t),I(t)和R(t)分别表示在t时刻易感者、暴露者、感染者和康复者的人数;Λ,μ和γ 分

别表示输入率、自然死亡率和康复率;β表示从仓室S 到仓室E 的传染率;0<θ<1表示暴露者在潜伏

期的传染力;δ表示从仓室E 到仓室I的传输率;α表示感染者I的因病死亡率.令

R0=Λβ[δ+θ(γ+α+μ)]
μ(γ+α+μ)(δ+μ)

.

根据文献[7]可知:当R0<1时,系统(1)的无病平衡点全局渐近稳定;当R0>1时,系统(1)的有病平

衡点全局渐近稳定.显然,R0 是确定性系统(1)疾病发生与否的阈值.但在以随机SEIR传染病模型为

研究对象的报道中,类似结论较少[8-11].一般地,很多随机系统并不存在平衡点,所以直接建立严格的

阈值条件有一定难度.
基于上述讨论,本文研究系统(1)的随机情形,建立其严格的阈值行为,考虑如下系统:

dS(t)= {Λ-βS(t)[I(t)+θE(t)]-μS(t)}dt+σ1S(t)dB1(t)+∫YY
C1(z)S(t-)췍N(dt,dz),

dE(t)= {βS(t)[I(t)+θE(t)]-(δ+μ)E(t)}dt+σ2E(t)dB2(t)+∫YY
C2(z)E(t-)췍N(dt,dz),

dI(t)= [δE(t)-(γ+α+μ)I(t)]dt+σ3I(t)dB3(t)+∫YY
C3(z)I(t-)췍N(dt,dz),

dR(t)= [γI(t)-μR(t)]dt+σ4R(t)dB4(t)+∫YY
C3(z)R(t-)췍N(dt,dz)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï .

(2)

显然,系统(2)是一个 跳 扩 散 SEIR 模 型,并 且 是 系 统(1)的 随 机 情 形.在 系 统(2)中,Bk(t)
(k=1,2,3,4)是定义在完备空间(Ω,F,{Ft}t≥0,PP)上的独立Brown运动;N(dt,dz)是具有平稳补偿

Π(dz)dt的Poisson计数测度,这里Π定义在 YY上且满足Π(YY)<∞,YY是(0,∞)上的一个可测子集;
췍N(dt,dz)∶=N(dt,dz)-Π(dz)dt;Ci:YY×Ω→ℝ(i=1,2,3,4)是关于Π的连续有界函数.假设Bi(t)
(i=1,2,3,4)和N 相互独立.

本文假设下列条件成立:

(H)Ci(z)>-1,∫YY

1
1+Ci(z)

Π(dz)< ∞,∫YY
ln2(1+Ci(z))Π(dz)< ∞,i=1,2,3,4且

∫YY
ln(1+C3(z))qΠ(dz)< ∞,∀q≥2.

采用与文献[9]中定理2.1类似的讨论可知,对任意的(S(0),I(0),E(0),R(0))∈ℝ4+,系统(2)

存在唯一的全局正解.令X(t)=E(t)
I(t)

,由广义的Itô公式知,X(t)满足

dX(t)={βS(t)[1+θX(t)]+λX(t)-δX2(t)}dt+X(t)[σ2dB2(t)-σ3dB3(t)]+

∫YY

C2(z)-C3(z)
1+C3(z)

X(t-)췍N(dt,dz),

其中

λ=γ+α+σ23-δ+∫YY

C3(z)(C3(z)-C2(z))
1+C3(z)

Π(dz).

从而可得一个与系统(2)等价的系统:

dS(t)={Λ-βS(t)I(t)[1+θX(t)]-μS(t)}dt+σ1S(t)dB1(t)+∫YY
C1(z)S(t-)췍N(dt,dz),

dX(t)={βS(t)[1+θX(t)]+λX(t)-δX2(t)}dt+X(t)[σ2dB2(t)-σ3dB3(t)]+

    ∫YY

C2(z)-C3(z)
1+C3(z)

X(t-)췍N(dt,dz),

dI(t)=[δX(t)I(t)-(γ+α+μ)I(t)]dt+σ3I(t)dB3(t)+∫YY
C3(z)I(t-)췍N(dt,dz)

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï .

(3)

本文研究系统(3)的渐近行为.
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1 辅助系统

记ℝn
+=(0,∞)n.对任意的췍>0,令(S췍

s,x(t),X췍
s,x(t))为系统

dS췍(t)={Λ-췍βS췍(t)[1+θX췍(t)]-μS췍(t)}dt+σ1S췍(t)dB1(t)+∫YY
C1(z)S췍(t-)췍N(dt,dz),

dX췍(t)={βS췍(t)[1+θX췍(t)]+λX췍(t)-δ(X췍(t))2}dt+X췍(t)[σ2dB2(t)-σ3dB3(t)]+

    ∫YY

C2(z)-C3(z)
1+C3(z)

X췍(t-)췍N(dt,dz)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ,

(4)

满足初值(S췍(0),X췍(0))=(s,x)的解.
引理1 对任意的췍>0,(S췍

s,x(t),X췍
s,x(t))在ℝ2+上有唯一遍历的不变测度π*

췍 .
证明:考虑扩散过程

d췍S(t)={Λ-췍β췍S(t)[1+θ췍X(t)]-μ췍S(t)}dt+σ1췍S(t)dB1(t),

d췍X(t)={β췍S(t)[1+θ췍X(t)]+λ췍X(t)-δ(췍X(t))2}dt+췍X(t)[σ2dB2(t)-σ3dB3(t)]{ .
(5)

由于系统(5)具有非退化的扩散,不难验证过程(췍S(t),췍X(t))的转移概率函数关于Lebesgue测度是

绝对连续的,因此转移概率函数具有正的、光滑的密度函数.根据文献[12]的定理5.2可知,过程

(S췍
s,x(t),X췍

s,x(t))也具有正的、光滑的密度函数.即(S췍
s,x(t),X췍

s,x(t))具有强Feller性和不可约性.
令V(S,X)=(S-1-lnS)+췍(X-1-lnX).为方便,取

A=μ+σ21
2+∫YY

[C1(z)-ln(1+C1(z))]Π(dz),

B=-λ+12
(σ22+σ23)+∫YY

C2(z)-C3(z)
1+C3(z) -ln1+C2(z)

1+C3(z
æ

è
ç

ö

ø
÷

)Π(dz).

利用Itô公式可得

LV(S,X)= -(μ+췍βθ)S-Λ
S +(췍βθ+췍λ+췍δ)X-췍δX2-췍β

S
X +Λ+췍β+A+췍B≤

-(μ+췍βθ)S-Λ
2S+(췍βθ+췍λ+췍δ)X-췍δX2- 2췍Λβ

X
+Λ+췍β+A+췍B≤

-(μ+췍βθ)S-Λ
2lnS+(췍βθ+췍λ+췍δ)X-췍δX2- 2췍Λβ

2 lnX+Λ+췍β+A+췍B,(6)

其中L是(S췍
s,x(t),X췍

s,x(t))的生成元.由式(6)可知,存在正常数a,b使得LV(S,X)≤-aV(S,X)+b
在ℝ2+上成立.根据文献[13]的定理6.1可知结论成立.证毕.

令(S0s,x(t),X0
s,x(t))为系统

dS0(t)=(Λ-μS0(t))dt+σ1S0(t)dB1(t)+∫YY
C1(z)S0(t-)췍N(dt,dz),

dX0(t)={βS0(t)[1+θX0(t)]+λX0(t)-δ(X0(t))2}dt+

    X0(t)[σ2dB2(t)-σ3dB3(t)]+∫YY

C2(z)-C3(z)
1+C3(z)

X0(t-)췍N(dt,dz) (7

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï )

满足初值(S0(0),X0(0))=(s,x)的解.采用与引理1类似的方法可知,(S0s,x(t),X0
s,x(t))也是遍历的.

易验证(S00,0(t),X0
0,0(t))∈ℝ2+,t∈(0,∞)a.s.因此,对任意的(s,x)∈ℝ2+,(S0s,x(t),X0

s,x(t))具有

唯一遍历的不变测度π*∶=π*(du,dv).
由引理1的证明可知,对任意的췍≥0,(S췍

s,x(t),X췍
s,x(t))都是一个强Feller过程.用L췍 表示

(S췍
s,x(t),X췍

s,x(t))的生成元.易验证,对任意的f∈C2(ℝ2+),lim
췍→0

Lcf=L0f.根据文献[14]的定理2.5

可知,(S췍
s,x(t),X췍

s,x(t))⇒(S0s,x(t),X0
s,x(t)).再利用(S췍

s,x(t),X췍
s,x(t))(췍≥0)的遍历性,可得

lim
t→∞

1
t∫

t

0
δX췍

s,x(τ)dτ→lim
t→∞

1
t∫

t

0
δX0

s,x(τ)dτ, 췍→0, ∀(s,x)∈ ℝ2+.

令
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Ξ∶=δ∫ℝ2+
vπ*(du,dv)-c3,  Ξ췍∶=lim

t→∞

1
t∫

t

0
[δX췍

0,0(τ)-c3]dτ,

其中c3∶=γ+α+μ+σ3
2+∫YY

[C3(z)-ln(1+C3(z))]Π(dz).因此,有lim
췍→0

Ξ췍=Ξ.

2 疾病灭绝与持久的阈值

用(Ss,x,i(t),Xs,x,i(t),Is,x,i(t))表示模型(3)具有初值(s,x,i)∈ℝ3+的解,其生成元仍记为L.为

方便,记g(t)∶=σ3B3(t)+∫
t

0∫YY
ln(1+C3(z))췍N(dτ,dz).

定理1 如果Ξ<0,则对任意的(s,x,i)∈ℝ3+,有limsup
t→∞

lnIs,x,i(t)
t ≤Ξa.s.

证明:由Itô公式可得

lnIs,x,i(t)=lni+∫
t

0
[δXs,x,i(τ)-c3]dτ+g(t)≤lni+∫

t

0
[δX0

s,x(τ)-c3]dτ+g(t). (8)

由大数定律可得lim
t→∞

g(t)
t =0a.s.再结合系统(7)的遍历性立得

limsup
t→∞

lnIs,x,i(t)
t ≤λa.s.

证毕.
下面在Ξ>0成立的情形下,建立系统(3)的遍历性及其收敛速率.为此先构造一个辅助函数

V:ℝ3+→[1,∞),满足

EE[V(Ss,x,i(t*),Xs,x,i(t*),Is,x,i(t*))]≤V(s,x,i)-κ1Vγ(s,x,i)+κ21{(s,x,i)∈K},
这里K 是某个合适的Petite集,且γ∈(0,1),κ1,κ2>0,t*>1.

引理2 假设q>1,存在正常数K1,K2>0,使得对任意的(s,x,i)∈ℝ3+和A∈F,有

EE[(lnIs,x,i(t))1+q- 1A]≤ (lni)1+q- ·PP(A)+K1t PP(A)(lni)q-+K2t1+q PP(A),  t≥1,
其中(lnx)-=max{0,-lnx}.

证明:由式(8)可得-lnIs,x,i(t)≤-lni+c3t-g(t).因此,(lnIs,x,i(t))- ≤(lni)- +
c3t-g(t).由不等式

(a+b)1+q ≤a1+q+(1+q)2q-1aqb+2q-1b1+q,  a,b≥0
可得

(lnIs,x,i(t))1+q- ≤ (lni)1+q- +(1+q)2q-1 c3t-g(t)·(lni)q-+2q-1 c3t-g(t)1+q. (9)
利用Hölder不等式,有

EE(c3t-g(t)1A)≤{EE[c3t-g(t)2(1+q)]}1/[2(1+q)](PP(A))(1+2q)/[2(1+q)]≤
{EE[c3t-g(t)2(1+q)]}1/[2(1+q)](PP(A))1/2,

EE(c3t-g(t)1+q1A)≤ {EE[c3t-g(t)2(1+q)]}1/2(PP(A))1/2.
利用Kunita第一不等式和Burkholder不等式,有

EE[c3t-g(t)2(1+q)]≤31+2qEE c3t 2(1+q)+ σ3B3(t)2(1+q)+∫
t

0∫YY
ln(1+C3(z))췍N(dτ,dz)

2(1+q

( )
)

≤

31+2q c3t 2(1+q)+Dσ2(1+q)3 t1+q+D∫YY
ln2(1+C3(z))Π(dz[ ])

1+q
t1+q{ +

D∫YY
ln(1+C3(z))2(1+q)Π(dz)· }t ≤Mt2(1+q),

这里D 为Kunita第一不等式和Burkholder不等式中给定的常数,且

M=31+2q c3 2(1+q)+Dσ2(1+q)3 +D∫YY
ln2(1+C3(z))Π(dz[ ])

1+

{
q

+

D∫YY
ln(1+C3(z))2(1+q)Π(dz })+1.
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因此,EE(c3t-g(t)1A)≤Mt PP(A),EE(c3t-g(t)1+q1A)≤Mt1+q PP(A).在式(9)两端乘以1A 并

取期望可得

EE[(lnIs,x,i(t))1+q- 1A]≤ (lni)1+q- PP(A)+(1+q)2q-1Mt PP(A)(lni)q-+2q-1Mt1+q PP(A).
证毕.

令췍=exp{-ΞT}.根据lim
췍→0

Ξ췍=Ξ和lim
t→∞

g(t)
t =0a.s.,取充分大的T>0和足够小的ρ>0,使得

Ξ췍≥1012Ξ
,Ξ
2
(1-ρ)-K1 ρ>

Ξ
4
,PP(Ωc

*)<ρ,其中Ω*∶=Ω1
* ∩Ω2

*,且

Ω1
* = g(t)

t ≥ -Ξ
4
,∀t≥{ }T ,  Ω2

* = 1
t∫

t

0
[δX췍

0,0(τ)-c3]dτ≥3Ξ4
,∀t≥{ }T .

  引理3 假设Ξ>0,则对任意的(s,x,i)∈ℝ2+×[췍,∞),有

EE[(lnIs,x,i(T))1+q- ]≤ (lni)1+q- -Ξ·T(lni)q-+K3T1+q,
这里K3=Ξ1+q+ΞqK1+K2.

证明:由引理2可知,对任意的i∈[췍,∞),有

EE[(lnIs,x,i(T))1+q- ]≤(lni)1+q- +K1T(lni)q-+K2T1+q ≤
(lni)1+q- -ΞT(lni)q-+(Ξ+K1)T(ln췍)q-+K2T1+q=
(lni)1+q- -ΞT(lni)q-+K3T1+q. (10)

证毕.
引理4 假设Ξ>0,则对任意的(s,x,i)∈ℝ2+×(0,췍),有

EE[(lnIs,x,i(T))1+q- ]≤ (lni)1+q- -ΞT
4
(lni)q-+2K3T1+q.

  证明:定义停时ζs,x,i=inf{t≥0:Is,x,i(t)≥췍}.令

Ω1={ζs,x,i≥T}∩Ω*, Ω2={ζs,x,i<T}, Ω3=Ω-(Ω1 ∪Ω2).
  当ω∈Ω1 时,由比较定理知 Xs,x,i(t)≥X췍

s,x(t)≥X췍
0,0(t),∀t∈[0,T]a.s.因此,对任意的

(s,x,i)∈(0,∞)2×(0,췍),有

0>ln(Is,x,i(T))=lni+∫
T

0
[δXs,x,i(τ)-c3]dτ+g(T)≥lni+ΞT

2
于Ω1. (11)

将式(11)两边平方、同乘1Ω1
,再取期望,得

EE[(ln(Is,x,i(T)))1+q- ·1Ω1
]≤ (lni)--ΞTé

ë
êê

ù

û
úú2
1+q

PP(Ω1)≤

    (lni)--ΞTé

ë
êê

ù

û
úú2
(lni)q-·PP(Ω1)= (lni)1+q- -ΞT

2
(lni)qé

ë
êê

ù

û
úú- ·PP(Ω1). (12)

  当ω∈Ω2 时,根据引理2、式(10)和强 Markov性,对任意的0<t<T 和i∈(0,췍),有

EE[(ln(Is,x,i(T)))1+q- ζs,x,i=t,Is,x,i(ζs,x,i)=췍]≤
    (ln췍)1+q- +K1(T-t)(ln췍)q-+K2(T-t)1+q ≤
    (ln췍)1+q- +K1T(ln췍)q-+K2T1+q ≤ (lni)1+q- -ΞT(lni)q-+K3T1+q.

因此,

EE[(ln(Is,x,i(T)))1+q- ·1Ω2
]≤ [(lni)1+q- -ΞT(lni)q-+K3T1+q]·PP(Ω2). (13)

  由于Ω3⊂Ωc
*,所以PP(Ω3)<ρ.根据引理2,有

EE[(lnIs,x,i(T))1+q- ·1Ω3
]≤ (lni)1+q- ·PP(Ω3)+K1T PP(Ω3)(lni)q-+K2T1+q. (14)

综合式(12)~(14),对任意的(s,x,i)∈(0,∞)2×(0,췍),有

EE[(ln(Is,x,i(T))1+q- ]≤(lni)1+q- - Ξ
2
(1-ρ)-K1

é

ë
êê

ù

û
úúρ T(lni)q-+2K3T1+q ≤

(lni)1+q- -ΞT
4
(lni)q-+2K3T1+q.
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证毕.
引理5 令U(S,X,I)=(S+XI+I)1+p+Xp/2-lnS-lnX,(S,X,I)∈ℝ3+,这里p>0为充分

小的实数.则存在正常数K4 和K5,满足

eK4tEE[U(Ss,x,i(t),Xs,x,i(t),Is,x,i(t))]≤U(s,x,i)+K5(eK4t-1)
K4

. (15)

  证明:要证明式(15)成立,只需证明∀(S,X,I)∈ℝ3+,LU(S,X,I)≤K5-K4U(S,X,I)即可.
令Y=S+XI+I,则U=Y1+p+Xp/2-lnS-lnX.首先,利用Itô公式计算可得

LY1+p =(1+p)Yp[Λ-μS-(γ+α+μ)I-μXI]+
p(1+p)
2 Yp-1[σ21S2+σ22(XI)2+σ23I2]+

∫YY
[(Y+C1(z)S+C2(z)XI+C3(z)I)1+p -Y1+p -

(1+p)Yp(C1(z)S+C2(z)XI+C3(z)I)]Π(dz)≤

(1+p)ΛYp -(1+p)μYp+1+p(1+p)
2

(σ21+σ22+σ23)Yp+1+

Y1+p∫YY
f C1(z)S+C2(z)XI+C3(z)Iæ

è
ç

ö

ø
÷

Y Π(dz), (16)

这里f(s)=(1+s)1+p-1-(1+p)s,s∈(-1,∞).由于f(s)≥0为(-1,∞)上的凸函数,满足

f(0)=0和lim
p→0+

f(s)=0,因此

f C1(z)S+C2(z)XI+C3(z)Iæ

è
ç

ö

ø
÷

Y ≤ max{f(-1),f(C1(z)+ C2(z)+ C3(z))}.

由Lebesgue控制收敛定理可知,当p→0时,∫YY
f C1(z)S+C2(z)XI+C3(z)Iæ

è
ç

ö

ø
÷

Y Π(dz)→0在 ℝ3+ 上

关于(S,X,I)一致成立.取充分小的p>0,满足

-(1+p)μ+p(1+p)
2

(σ21+σ22+σ23)+∫YY
f C1(z)S+C2(z)XI+C3(z)Iæ

è
ç

ö

ø
÷

Y Π(dz)≤ -1+p
2 μ.

因此,式(16)可变为

LY1+p ≤ (1+p)ΛYp -1+p
2 μYp+1. (17)

  下面分别计算LXp/2和L(-lnS-lnX):

LXp/2=p
2Xp/2-1[βS(1+θX)+λX -δX2]+p(p-2)

8
(σ22+σ23)Xp/2+

Xp/2∫YY
1+C2(z)-C3(z)

1+C3(z
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
p/2

-1-p
2

C2(z)-C3(z)
1+C3(z

é

ë
êê

ù

û
úú) Π(dz)=

p
2βSXp/2-1+p

2βθSXp/2+ω1Xp/2-p
2δX

1+p/2, (18)

L(-lnS-lnX)= -Λ
S +βI+βθXI-βS

X -βθS+δX +ω2, (19)

其中

ω1∶=p
2λ+p(p-2)

8
(σ22+σ23)+∫YY

1+C2(z)-C3(z)
1+C3(z

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
p/2

-1-p
2

C2(z)-C3(z)
1+C3(z

é

ë
êê

ù

û
úú) Π(dz),

ω2∶=μ+σ21
2+∫YY

[C1(z)-ln(1+C1(z))]Π(dz)-λ+σ22+σ23
2 +

∫YY

C2(z)-C3(z)
1+C3(z) -ln1+C2(z)-C3(z)

1+C3(z
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú) Π(dz).

综合式(17)~(19),得

LU ≤(1+p)ΛYp -1+p
2 μYp+1+p

2βSXp/2-1+p
2βθSXp/2+ω1Xp/2-p

2δX
1+p/2-
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Λ
S +βI+βθXI-βS

X +δX +ω2.

由Young不等式可得

SXp/2 ≤4-p
4+p

S1+2p/(4-p)+ 2p
4+p

X1+p/4,

p
2βSXp/2-1-βS

X -Λ
S ≤βS

X
p
2
(1+X)-é

ë
êê

ù

û
úú1 -Λ

S =p
2βS-2-p

2
βS
X -Λ

S ≤

p
2βS-

(2-p)βΛ
X

- Λ
2S≤

p
2βS+

(2-p)βΛ
2 lnX+Λ

2lnS.

因此,

LU(S,X,I)≤(1+p)ΛYp -1+p
2 μYp+1+p

2βS+
(2-p)βΛ
2 lnX+Λ

2lnS+

p
2βθ

4-p
4+p

S1+2p/(4-p)+ 2p
4+p

X1+p/æ

è
ç

ö

ø
÷

4 +ω1Xp/2-p
2δX

1+p/2+βI+βθXI+δX +ω2 ≤

(1+p)ΛYp -1+p
2 μYp+1+p

2βY+
(2-p)βΛ
2 lnX+Λ

2lnS+

p
2βθ

4-p
4+p

Y1+2p/(4-p)+ 2p
4+p

X1+p/æ

è
ç

ö

ø
÷

4 +ω1Xp/2-p
2δX

1+p/2+βI+βθXI+δX +ω2.

取K4∶=min (1+p)μ
4

, (2-p)βΛ
2

,Λ{ }2 和K5= sup
(S,X,I)∈ℝ3+

{LU(S,X,I)+K4U(S,X,I)}可知结论成

立.证毕.
定理2 令 Ξ>0,则存在不变概率测度 Π 使得lim

t→∞
tq*‖P(t,(s,x,i),·)-Π(·)‖=0

(∀(s,x,i)∈ℝ3+),其中P(t,(s,x,i),·)是(S(t),X(t),I(t))的转移概率函数,‖·‖为全变差范

数,q*为任意正常数.
证明:采用与引理1类似的讨论可知,(S(t),X(t),I(t))在ℝ3+ 上具有正的、光滑的密度函数.

因此,Markov过程(Ss,x,i(t),Xs,x,i(t),Is,x,i(t))是不可约的和非周期的,并且每个紧子集都是Petite
集.由式(15)知,存在常数h>0和 H>0,满足

EE[U(Ss,x,i(T),Xs,x,i(T),Is,x,i(T))]≤ (1-h)U(s,x,i)+H,  ∀(s,x,i)∈ ℝ3+. (20)
令V(s,x,i)=U(s,x,i)+(lni)1+q- ,其中q∈[1,∞).不失一般性,假设U(s,x,i)≥1,则

[U+(lni)q-]1+q=[U+(lni)q-][(1+q)/q]q ≥ [U(1+q)/q+(lni)1+q- ]q ≥ [U+(lni)1+q- ]q=Vq.
由引理3、引理4和式(20)可知,对任意的q∈[1,∞),均有

EE[V(Ss,x,i(T),Xs,x,i(T),Is,x,i(T))]≤

V(s,x,i)-minΞT
4
,{ }h [U(s,x,i)+(lni)q-]+H+2K3T1+q ≤

V(s,x,i)-minΞT
4
,{ }h Vq/(1+q)(s,x,i)+H+2K3T1+q.

因此,存在紧集K⊂ℝ3+(即Petite集),κ1>0,κ2>0,满足

EE[V(Ss,x,i(T),Xs,x,i(T),Is,x,i(T))]≤V(s,x,i)-κ1[V(s,x,i)]q/(1+q)+κ21{(s,x,i)∈K}. (21)

事实上,为使式(21)成立,只需令κ1=12min
ΞT
4
,{ }h ,K 取为以零为中心、半径充分大的圆形,且

满足

-κ1[V(s,x,i)]q/(1+q)+H+2K3T1+q <0,  (s,x,i)∉K.

根据文献[15]中定理2.2或文献[16]中定理3.6,有lim
t→∞

tq*‖P(t,(s,x,i),·)-Π(·)‖=0

(∀(s,x,i)∈ℝ3+),这里q*=q.证毕.
综上所述,本文考虑了一类潜伏期具有传染性的跳扩散SEIR流行病模型,从理论上确定了疾病
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发生与否的阈值.当Ξ<0时,疾病依指数灭绝,而当Ξ>0时系统(3)的转移概率函数会依任意阶多项

式收敛到唯一的不变测度.鉴于系统(2)和系统(3)的等价性,上述阈值行为对系统(2)也成立.尽管该

阈值是以积分形式给出的,其显示表达仍有待探索,但在应用中可以利用数值模拟弥补这一缺陷.
此外,为得到系统解的转移概率函数依任意阶多项式遍历,在假设条件(H)中关于C3(z)施加了一个

相对严格的条件:∫YY
ln(1+C3(z))qΠ(dz)< ∞,∀q≥2.若只想得到遍历性而对收敛速度没有要

求,则可以去除该条件.
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