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基于BR0-代数的程度化及有效推理研究
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摘 要：研究了模糊命题逻辑系统中的条件随机真度理论，推导其性质并证明了逻辑运算的连续

性。首先基于BR0 -代数语义，在模糊命题逻辑系统中提出了公式的 p-条件随机真度，论证了 p-条

件随机真度具有的基本特性和运算性质，并提出了 p-条件随机不可靠度；其次引入了条件有效推

理和条件必要度的概念，并基于 MP 规则和 HS 规则证明了 p-条件随机真度满足的推理性质；最后

提出了公式间的 p-条件随机相似度和 p-条件随机伪距离，给出了其运算性质及不等式性质，在此

基础上建立了 p-条件随机逻辑度量空间，证明了逻辑算子的连续性，形成了该命题系统条件随机

真度程度化研究的基本框架。研究结果完善了模糊命题逻辑系统中条件随机真度的计量化理论

体系。
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数理逻辑作为现代计算机技术的基础，为知识

表示、形式推理与定理证明提供了严密的符号体系

与演算框架。在传统的经典命题逻辑中，抽象命题

只有重言式和矛盾式的概念，而对于既非重言式又

非矛盾式的绝大多数逻辑公式，并没有讨论它们的

真实程度。因此，经典命题逻辑难以刻画现实世界

中普遍存在的模糊性、随机性与不完备信息。事实

上，早在半个世纪以前，逻辑学家们就注意到这一

局限并提出了区分命题逻辑公式可靠程度的思想，

以 KOLMOGOROV［1］的概率公理化体系为基础，

ADAMS［2］将概率理论与逻辑推理相结合，搭建了概

率与逻辑融合的基础框架，提出了概率逻辑的核心

思想和推理规则。2001年，王国俊等［3］在经典的二

值命题逻辑中引入了一般逻辑公式的真度概念，并

给出了逻辑公式真度值的计算公式。此后许多学

者在多种命题逻辑系统中进行了相关研究［4-7］，并由

此形成了较为系统的计量逻辑学的基本框架［8-9］。
在此基础上，惠小静等［10］将随机化引入逻辑空间，

研究者开始向随机真度进行推广［11-13］。
计量逻辑学以真度、相似度、逻辑度量空间为

核心工具，为近似推理、人工智能提供了统一的数

学范式。文献［14-19］将随机化机制引入赋值空

间，在二值、多值以及模糊命题逻辑系统中提出了

公式的随机真度概念，并展开理论的发散度、近似

推理以及度量空间拓扑性质的研究。文献［20］在

三值乘积逻辑系统π3 中，研究了公式的Γ -绝对真

度理论和推理规则。文献［21］将 n值乘积命题逻辑

系统Goguen进行扩张，提出了Goguen∼ ，Δ 系统，并研

究了公式的真度理论。文献［22-25］在二值、n值
Lukasiewicz和 n值R0 命题逻辑系统中，引入了条件

真度概念并开展了相应研究。

随着人工智能的快速发展，面对模糊性、随机
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性与有条件约束的信息，计量逻辑学仍存在不足。

鉴于此，本文在基于BR0-代数语义的模糊命题逻辑

系统中，提出了命题在一定条件下的随机真度，即

公式的 p-条件随机真度，证明了 p-条件随机真度的

运算性质与推理性质。同时引入了 p-条件随机不

可靠度、条件有效推理和条件必要度的概念。在条

件随机框架下构建了公式间的 p-条件随机相似度

和 p-条件随机伪距离的概念，建立起 p-条件随机逻

辑度量空间并证明了逻辑算子的连续性。研究结

果为后续在该系统展开计量化研究奠定了基础。

1　预备知识

设 S = {q1，q2，…}是原子公式的集合，F (S)是
全体公式之集，即F (S)是由 S生成的 (¬，∨，→ )型
自由代数。在 F (S)中，用 A ∧ B表示 ¬ (¬A ∨ ¬B)，
用A ⊗ B表示¬ ( A → ¬B)。( → ，⊗ )为伴随对，满

足a ⊗ b ≤ c当且仅当a ≤ b → c，a，b，c ∈ [0，1]。
定义1［6］　设M是(¬，∨，→ )型代数。如果

1）M上有偏序≤使M成为有界分配格，且∨是

关于序≤而言的上确界运算。

2）¬是关于序≤而言的逆序对合对应。

3）对任意的a，b，c ∈ M，以下条件成立：

（BR0C1）¬a → ¬b = b → a；
（BR0C2）1 → a = a，a → a = 1；
（BR0C3）b → c ≤ (a → b) → (a → c)；
（BR0C4）a → (b → c) = b → (a → c)；
（BR0C5）a → b ∨ c = (a → b) ∨ (a → c)；
a → b ∧ c = (a → b) ∧ (a → c)。
其中，1是M中的最大元，并记 0 = ¬1。则称M

为BR0-代数。

性质1［6］　设M是BR0 -代数，a，b，c ∈ M，则

（BR0P1）a ≤ b当且仅当a → b = 1；
（BR0P2）a → b关于a不增，关于 b不减；

（BR0P3）a → b ≤ a ∨ c → b ∨ c，
a → b ≤ a ∧ c → b ∧ c；

（BR0P4）a → b ≤ (a → c) ∨ (c → b)；
（BR0P5）(a → b) ∨ (b → a) = 1；
（BR0P6）(a → b) ≤ (b → c) → (a → c)；
（BR0P7）¬(a ∧ b) = ¬a ∨ ¬b，¬(a ∨ b) = ¬a ∧ ¬b；
（BR0P8）a → b ≥ ¬a ∨ b；
（BR0P9）a ∨ b → c = (a → c) ∧ (b → c)，

a ∧ b → c = ( )a → c ∨ ( )b → c ；

（BR0P10）在区间[0，1]上定义一元运算 ¬和二

元运算∨，→分别为

¬a = 1 - a，
a ∨ b = max{a，b}，
a → b = {1，a ≤ b，

¬a ∨ b，a > b，
则[0，1]成为BR0 -代数，称为BR0 -单位区间。

定义2［6］ 由以下的公式集F (S)，公理BL∗1~BL∗9
以及MP规则组成的系统称为BL∗系统。

1）设 S = { }q1，q2，… 是无穷集，F (S)是由 S生成

的 (¬，∨，→ )型自由代数，F (S)中的元素叫公式，S

中的元素叫原子公式。

2）F (S)中具有以下各种形式的公式为 BL∗ 系

统中的公理：

（BL∗1）A → (B → A ∧ B)；
（BL∗2）(¬A → ¬B) → (B → A)；
（BL∗3）( A → (B → C ) ) → (B → ( A → C ) )；
（BL∗ 4）(B → C ) → (( A → B) → ( A → C ) )；
（BL∗5）A → ¬¬A；
（BL∗6）A → A ∨ B；
（BL∗7）A ∨ B → B ∨ A；
（BL∗8）( A → C ) ∧ (B → C ) → ( A ∨ B → C )；
（BL∗9）( A ∧ B → C ) → ( A → C ) ∨ (B → C )。
3）BL∗ 系统中的推理规则是由 A：A → B推得

B，简称为MP规则。

定义 3［17］ 设 A = A (q1，q2，…，qm ) ∈ F (S)是含

有m个原子公式 q1，q2，…，qm的命题公式，[0，1]为
赋值域，分别用 [0，1]中的数 x1，x2，…，xm 取代 A =
A (q1，q2，…，qm )中的 q1，q2，…，qm，并且把A中的逻辑

联结词 ¬，∨，→ 分别换成[0，1]中的运算 ¬，∨，→，

则得一 m元函数 fA( x1，x2，…，xm )：[0，1]m → [0，1]，
称 fA 为公式 A诱导的真值函数。∀χ = ( x1，x2，…， 
xm ) ∈ [ ]0，1 m

，称 fA( χ )为 A = A (q1，q2，…，qm )的一个

赋值。

定义 4［17］ 设 p = {p1( x)，p2( x)，…，pm( x)，…}
为[0，1]上的函数序列，且 pi( x) ( i = 1，2，…)为赋值

概率密度函数，即 pi( x) ≥ 0，满足 ∫0

1
pi( )x dx = 1，称

p为赋值概率密度函数序列，简称为概率密度函数

序列。全体赋值概率密度函数序列的集合记为P。
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定义 5［17］ 设 p 为概率密度函数序列，A =
A (q1，q2，…，qm ) ∈ F (S)，fA 为公式 A诱导的真值函

数，定义m重积分为

τp( A) = ∫
[ ]0，1 m

fA( )x1，x2，…，xm p1( x1 ) p2( x2 )…
pm( xm )dx1dx2…dxm。

若这个积分存在，则称这个积分值 τp( A)为命

题公式A的 p -随机真度，简称为随机真度。

命题 1［17］　设 p为概率密度函数序列，∀χ =
( x1，x2，…，xm ) ∈ [0，1]m，φ ( χ ) > 0，且∫0

1
φ ( )χ dχ = 1，

对任意的 [0，1]上的赋值概率密度函数序列成立。

为了方便，记φ ( χ ) = p1( x1 ) × p2( x2 ) × … × pm( xm )，
dχ = dx1dx2…dxm，则 τp( A) = ∫

[ ]0，1 m

fA( )χ φ ( χ )dχ。
命题 2［9］　设 Γ 是一理论，即 Γ ⊂ F (S)，A，

B ∈ F ( )S ，若Γ ∪ {A}├B，则Γ ├A → B。

命题 3［17］　设 p 为概率密度函数序列，A，

B ∈ F ( )S ，则

1）若├A → B，则 τp( A) ≤ τp(B)；
2）τp( A ∨ B) = τp( A) + τp(B) - τp( A ∧ B)；
3）若A ≈ B，则 τp( A) = τp(B)；
4）τp(¬A) = 1 - τp( A)。

2　条件随机真度与有效推理

定义 6　设 p为概率密度函数序列，A ∈ F (S)，
Π = {A1，A2，…，An} ⊂ F (S)为条件集，⊗Π 2 = A1 2 ⊗ 
A2 2 ⊗ …An 2，设 τp( ⊗ Π 2 ) > 0，令

τp( A |Π ) = τp( )A ⊗ ( )⊗Π 2

τp( )⊗Π 2 ，

则称 τp( A |Π )为公式 A在条件Π下的条件随机真

度，简称为 p -条件随机真度。

注 1 1）若Π全由定理组成，则⊗Π 2 是重言

式，此时 τp( A |Π ) = τp( A)；
2）若Π只含有一个公式B，则

τp( A | B ) = τp( )A ⊗ B2

τp( )B2 。

定理1　设p为概率密度函数序列，A，B ∈ F (S)，
Π ={A1，A2，…，An}⊂ F (S)，⊗Π 2 = A21 ⊗ A22 ⊗ …A2

n，

设 τp( ⊗ Π 2 ) > 0，则

1）0 ≤ τp( A |Π ) ≤ 1；
2）若A是重言式，则 τp( A |Π ) = 1；
3）τp( A ∨ B |Π ) = τp( A |Π ) +

τp( )B |Π - τp( )A ∧ B|Π 。

证明　1）因为 ├A⊗ ( ⊗Π 2 )→ ( ⊗Π 2 )，所以

由命题 3 的 1）可知 τp( A ⊗ ( ⊗ Π 2 ) ) ≤ τp( ⊗ Π 2 )，
又因为 τp( A⊗ ( ⊗Π 2 ) ) ≥ 0，所以0 ≤ τp( A |Π ) ≤ 1。

2）若 A 是 重 言 式 ，则 τp( A ⊗ ( ⊗ Π 2 ) ) =
τp( ⊗ Π 2 )，所以由定义6可知

τp( A |Π ) = τp( )A ⊗ ( )⊗Π 2

τp( )⊗Π 2 = 1。
3）由命题3的2）可得

τp(( A ⊗ ( ⊗ Π 2 ) ) ∨ (B ⊗ ( ⊗ Π 2 ) ) ) =
τp( A ⊗ ( ⊗ Π 2 ) ) + τp(B ⊗ ( ⊗ Π 2 ) ) -
τp(( A ⊗ ( ⊗ Π 2 ) ) ∧ (B ⊗ ( ⊗ Π 2 ) ) )，

因为 τp(( A ∨ B) ⊗ ( ⊗ Π 2 ) ) =
τp( )( )A ⊗ ( )⊗Π 2 ∨ ( )B ⊗ ( )⊗Π 2 ，

所以上式两边同时除以τp( ⊗Π 2 )可得

τp( A∨B|Π ) = τp( )A |Π + τp( )B |Π -τp( )A ∧ B |Π 。

定理2　设p为概率密度函数序列，A，B ∈ F (S)，
Π ={A1，A2，…，An}⊂ F (S)，⊗Π 2 = A21 ⊗ A22 ⊗ …A2

n，

设 τp( ⊗ Π 2 ) > 0，则
1）若Π├A，则 τp( A |Π ) = 1；
2）若Π ∪ {B}├A，则 τp(B |Π ) ≤ τp( A |Π )。
证明　1）若Π ├A，则├ ( ⊗ Π 2 ) → A，所以

├ ( ⊗ Π 2 ) → ( A ⊗ ( ⊗ Π 2 ) )，
从而有τp( ⊗ Π 2 ) ≤ τp( )A ⊗ ( )⊗Π 2 ，

所以τp( A|Π ) = τp( )A ⊗ Π 2

τp( )Π 2 ≥ 1。
又因为 τp( A |Π ) ≤ 1，所以 τp( A |Π ) = 1。
2）若Π ∪ {B}├A，则由命题2可得

├ (B ⊗ ( ⊗ Π 2 ) ) → A，

从而├ (B ⊗ ( ⊗ Π 2 ) ) → [ A ⊗ ⊗Π2 ]，
所以由命题3的1）可得

τp(B ⊗ ( ⊗ Π 2 ) ) ≤ τp( A ⊗ ( ⊗ Π 2 ) )，
所以 τp(B |Π ) ≤ τp( A |Π )。

定义7　设 p为概率密度函数序列，A ∈ F (S)，
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Π = {A1，A2，…，An} ⊂ F (S)，τp( ⊗ Π 2 ) > 0，令
Up( A |Π ) = 1 - τp( A |Π )，

则称 Up( A |Π )为公式 A在条件Π下的条件随机不

可靠度，简称为 p -条件随机不可靠度。

定理3　设p为概率密度函数序列，A，B ∈ F (S)，
Π ={A1，A2，…，An}⊂ F (S)，⊗Π 2 = A21 ⊗ A22 ⊗ …A2

n，

设 τp( ⊗ Π 2 ) > 0，则
1）若A ≈ B，则 τp( A |Π ) = τp(B |Π )；
2）τp(¬A |Π ) = Up( A |Π )；
3）τp( A→ B|Π ) = τp( A ∧ B|Π ) - τp( A|Π ) + 1。
证明　1）若A ≈ B，则 ( A → B) ∧ (B → A)是重

言式，所以A为真当且仅当B为真，所以

τp( A |Π ) = τp(B |Π )。
2）因为

τp( ⊗ Π 2 ) = τp(( A ∨ ¬A) ⊗ ( ⊗ Π 2 ) ) =
τp( A ⊗ ( ⊗ Π 2 ) ) + τp(¬A ⊗ ( ⊗ Π 2 ) ) -
τp(( A ∧ ¬A) ⊗ ( ⊗ Π 2 ) )，

且 τp(( A ∧ ¬A) ⊗ ( ⊗ Π 2 ) ) = 0，所以

τp( )⊗Π = τp( )A ⊗ ( )⊗Π 2 + τp( )¬A ⊗ ( )⊗Π 2 。
上式两边同时除以 τp( ⊗ Π 2 )可得

1 = τp( A |Π )+ τp(¬A |Π )，
所以 τp(¬A |Π ) = 1 - τp( A |Π ) = Up( )A |Π 。

3）由定理1的3）和定理3的2）可得

τp( A → B |Π ) = τp(¬A ∨ B |Π ) =
τp(¬A |Π ) + τp(B |Π ) - τp(¬A ∧ B |Π ) =
1 - τp( A |Π ) + τp( A ∧ B |Π ) =
τp( A ∧ B |Π ) - τp( A |Π ) + 1。

定义 8　设Π = {A1，A2，…，An} ⊂ F (S)为条件

集，τp( ⊗ Π 2 ) > 0，Σ = {q1，q2，…，qm} ⊂ F (S)为推

理 的 前 提 命 题 公 式 的 集 合 ，{B} ⊂ F (S)，若

├ ( ⊗ Σ 2 ⊗⊗Π 2 ) → B，则称“{q1，q2，…，qm} ∴ ΠB”

为条件集Π下的条件有效推理，称 q1，q2，…，qm为该

条件推理的前提，称B为该条件推理的结论。

定义 9　设“{q1，q2，…，qm} ∴ ΠB”为条件集Π

下的条件有效推理，Σ = {q1，q2，…，qm}，若E ⊂ Σ，且

Σ - E 不 能 在 条 件 Π 下 推 出 B，即 ├ ( ⊗ (Σ -
E) 2 ⊗⊗Π 2 ) → B不成立，则称E为条件Π下的必要

前提集。取Σ中的任意命题公式 qi，用 δ (qi|Π )表示

Σ = {q1，q2，…，qm}中包含 qi的个数最少的必要前提

集所含命题公式的个数，显然 δ (qi|Π ) ≥ 1，令
e (qi|Π ) = 1

δ ( )qi|Π
，

则称 e (qi|Π )为公式 qi在条件Π下的条件必要度。

显然，条件必要度的取值范围为 ](0，1 ，取值越大，表

明该前提在条件有效推理中越不可缺少。

定理 4　 设 p 为 概 率 密 度 函 数 序 列 ，Π =
{A1，A2，…，An} ⊂ F (S)，“{q1，q2，…，qm} ∴ ΠB”为条

件集Π下的条件有效推理，则

τp(B |Π ) ≥ ∑
k = 1

m

e ( )qk|Π τp(qk|Π ) -

∑
k = 1

m

e ( )qk|Π + 1。
证明　设“{q1，q2，…，qm} ∴ ΠB”为条件集 Π

下的条件有效推理，设 q1，q2，…，qm，B含有m0 个相

同的原子公式 C1，C2，…，Cm0，则由命题逻辑的语义

知 q1 ∧ q2 ∧ … ∧ qm → B是重言式，所以

∀χ = ( x 1，x 2，…，x m0 ) ∈ [0，1 ]m0，有

fq1( χ ) ∧ fq2( χ ) ∧ … ∧ fqm( )χ ≤ fB( )χ 。

在序列{ fq1( χ )，fq2( χ )，…，fqm( χ )}中，取极小下

标 集 K = {k1，k2，…，ks}，使 得 fqki( χ ) ≤ fB( χ )，( i =
1，2，…，s)，且 fqj( χ ) > fB( χ )，( j ∉ K )。由定义 9 知，

E = {qk1，qk2，…，qks}是条件必要前提集，因此包含 qki

的极小条件必要前提集的个数 δ (qki|Π ) ≤ s，从而

e (qki|Π ) = 1
δ ( )qki|Π

≥ 1
s，( i = 1，2，…，s)。

因 为 ∀χ = ( x1，x2，…，xm0 ) ∈ [0，1]m0，fqki( χ ) ≤
fB( χ )，所以1 - fB( χ ) ≤ 1 - fqki( χ )，所以

( )1 - fqki( )χ ∧ ( )1 - fB( )χ = 1 - fB( )χ 。

又因为1 - fB( χ ) = 1
s∑i = 1

s ( )1 - fB( )χ ，所以

1 - fB( χ ) = 1
s∑i = 1

s ( )1 - fB( )χ =
1
s∑i = 1

s

[ ]( )1 - fqki( )χ ∧ ( )1 - fB( )χ ≤

∑
i = 1

s

e ( )qki|Π [ ]( )1 - fqki( )χ ∧ ( )1 - fB( )χ 。

由于 fqj( χ ) > fB( χ )，( j ∉ K )，所以
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(1 - fqj( χ ) ) ∧( )1 - fB( )χ = ( )1 - fqj( )χ ≥ 0，所以

1 - fB( χ ) ≤
∑
k = 1

m

e (qk|Π )[ ]( )1 - fqk( )χ ∧ ( )1 - fB( )χ 。

上式两边同时乘以 φ ( χ )，并在 [0，1]m0 上积分

可得

∫
[ ]0，1 m

( )1 - fB( )χ φ ( )χ dχ ≤ 

∑
k = 1

m

e( )qk|Π ∫
[ ]0，1 m

[ ]( )1 - fqk( )χ ∧ ( )1 - fB( )χ φ ( )χ dχ。
因 为 (1 - fqk( χ ) ) ∧ (1 - fB( χ ) ) ≤ (1 - fqk( χ ) )，

所以由定义5和定义6可得

1 - τp(B |Π ) ≤ ∑
k = 1

m

e (qk|Π ) ( )1 - τp( )qk|Π 。

整理上式可得

τp(B |Π ) ≥ ∑
k = 1

m

e ( )qk|Π τp(qk|Π ) -

∑
k = 1

m

e ( )qk|Π + 1。
引理1　对任意a，b，c ∈ [0，1]，有
c + b ⊗ c ≥ a ⊗[ c + a → b ⊗ c ] 成立。
证 明　 若 a ≤ b，则 a → b = 1，从 而 有 c +

b ⊗ c ≥ a ⊗ c + 1 ⊗ c；若 a > b，则 a → b = b，又
因为 a ⊗ c ≤ c，所以 c + b ⊗ c ≥ a ⊗ c + b ⊗ c。
即 c + b ⊗ c ≥ a ⊗ c + (a → b) ⊗ c。

定理 5（条件随机真度推理规则）　设 p为概

率密度函数序列，A，B ∈ F (S)，Π = {A1，A2，…，An}
⊂ F ( )S ，⊗Π 2 = A21 ⊗ A22 ⊗ …A2

n，设 τp( ⊗ Π 2 ) > 0，
则 1）（MP规则）若 τp( A|Π ) ≥ α，τp( A → B |Π ) ≥ β，
则 τp(B |Π ) ≥ α + β - 1；

2）（HS 规 则 ）若 τp( )A → B |Π ≥ α，τp(B → 
)C |Π ≥ β，则 τp( A → C |Π ) ≥ α + β - 1。
证明　1）由已知条件及定义6可得

τp( A⊗ ( ⊗Π2 ) ) ≥[ ατp ⊗ Π2 ]，
τp(( A → B) ⊗ ( ⊗ Π 2 ) ) ≥ βτp( ⊗ Π 2 )。
由命题1和引理1可得

τp( ⊗ Π 2 ) + τp(B ⊗ ( ⊗ Π 2 ) ) =
∫

[ ]0，1 m

f⊗Π 2( )χ φ ( χ )dχ +

∫
[ ]0，1 m

fB ⊗ ( )⊗Π 2 ( )χ φ ( χ )dχ =

∫
[ ]0，1 m

( )f⊗Π 2( )χ + fB ⊗ ( )⊗Π 2 ( )χ φ ( χ )dχ ≥

∫
[ ]0，1 m

( )fA⊗ ( )⊗Π 2 ( )χ + f( )A → B ⊗ ( )⊗Π 2 ( )χ φ( χ)dχ =

∫
[ ]0，1 m

fA ⊗ ( )⊗Π 2 ( )χ φ ( χ )dχ +

∫
[ ]0，1 m

f( )A → B ⊗ ( )⊗Π 2 ( )χ φ ( χ )dχ =
τp( A⊗( ⊗Π2 ) )+τp(( A→B)⊗( ⊗Π2 ) )≥
ατp( ⊗ Π 2 ) + βτp( ⊗ Π 2 ) =
(α + β ) τp( ⊗ Π 2 )。

上式两边同时除以 τp( ⊗ Π 2 )可得

τp(B |Π ) ≥ α + β - 1。
2）因为Π ├(B→C) → (( A→B) → ( A→C) )，所

以由定理2的1）可得

τp((B → C) → (( A → B) → ( A → C) ) |Π ) = 1，
由定理5的1）可得

τp((( A → B) → ( A → C ) ) |Π ) ≥
τp((B → C ) |Π ) + τp((B → C ) →
(( A → B) → ( A → C ) ) |Π ) - 1 =
τp( )( )B → C |Π ，

再由定理5的1）可得

τp(( A → C ) |Π ) ≥ τp(( A → B) |Π ) +
τp((( A → B) → ( A → C ) ) |Π ) - 1 ≥
τp(( A → B) |Π ) - 1 + τp((B → C ) |Π ) =
α + β - 1。

3　条件随机逻辑度量空间

定义10　设p为概率密度函数序列，A，B ∈ F (S)，
Π = {A1，A2，…，An} ⊂ F (S)，τp( ⊗ Π 2 ) > 0，令

ξp( A，B |Π ) = τp(( A → B) ∧ (B → A) |Π )，
则称 ξp( A，B |Π )为条件Π下公式A与B的条件随机

相似度，简称为 p -条件随机相似度。

定理6　设p为概率密度函数序列，A，B ∈ F (S)，
Π = {A1，A2，…，An} ⊂ F (S)，τp( ⊗ Π 2 ) > 0，则

1）ξp( A，B |Π ) = ξp(B，A |Π )；
2）A ≈ B，当且仅当 ξp( A，B |Π ) = 1；
3）A ≈ ¬B，当且仅当 ξp( A，B |Π ) = 0。
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证明　1）由定义10可知

ξp( A，B |Π ) = τp(( A → B) ∧ (B → A) |Π ) =
τp((B → A) ∧ ( A → B) |Π ) = ξp(B，A|Π )。

2）若A ≈ B，则A → B与B → A是重言式，所以

( A → B) ∧ (B → A)是重言式。由定理2的1）知

ξp( A，B |Π ) = τp(( A → B) ∧ (B → A) |Π ) = 1。
反之，若 ξp( A，B|Π ) = 1，则
τp(( )A → B ∧ )( )B → A |Π = 1。
由定理 2 的 1）知 ( A → B) ∧ ( )B → A 是重言

式，所以A ≈ B。
3）若 A ≈ ¬B，则 A → ¬B与 ¬B → A是重言式，

所以 ( A → ¬B) ∧ (¬B → A)是重言式，所以¬ (( A → 
)B )∧( )B → A 是重言式。所以

τp(( A → ¬B) ∧ (¬B → A) |Π ) =
τp(¬ (( A → B) ∧ (B → A) ) |Π ) = 1。

又由定理3的2）可得

τp(¬ (( A → B) ∧ (B → A) ) |Π ) =
1 - τp((( A → B) ∧ (B → A) ) |Π ) = 1，

从而 ξp( A，B |Π )= τp(( A→B)∧(B→A) |Π )= 0。
反之，若 ξp( A，B |Π ) = 0，则
τp(( )A → B ∧ )( )B → A |Π = 0，所以

τp(¬ (( A → B) ∧ (B → A) ) |Π ) =
1 - τp((( A → B) ∧ (B → A) ) |Π ) = 1。

由定理 2 的 1）知 ¬ (( A → B) ∧ (B → A) )是重

言式，即 ( A → ¬B) ∧ (¬B → A)是重言式，所以 A ≈
¬B。

定理7　设p为概率密度函数序列，A，B ∈ F (S)，
Π = {A1，A2，…，An} ⊂ F (S)，τp( ⊗ Π 2 ) > 0，则

ξp( A，B |Π ) = τp( A → B |Π ) +
τp(B → A |Π ) - 1 =
1 - τp(( A ∨ B) |Π ) + τp(( A ∧ B) |Π )。

证明　由定义10和定理1的3）可得

ξp( A，B |Π ) = τp(( A → B) ∧ (B → A) |Π ) =
τp( A → B |Π ) + τp(B → A |Π ) -
τp(( A → B) ∨ (B → A) |Π )。

因为 ( A → B) ∨ (B → A)是重言式，所以由定

理2的1）可得

τp(( A → B) ∨ (B → A) |Π ) = 1，

故 ξp( A，B|Π )=τp( A→B|Π )+τp(B→A|Π )-1。
由以上结论及定理3的3）可得

ξp( A，B |Π ) = τp( A → B |Π ) +
τp(B → A |Π ) - 1 =
τp( A ∧ B |Π ) - τp( A |Π ) + 1 +
τp(B ∧ A |Π ) - τp(B |Π ) + 1 - 1 =
2τp( A ∧ B |Π ) - τp( A|Π ) - τp(B |Π ) + 1 =
τp( A ∧ B |Π ) + τp( A |Π ) + τp(B |Π ) -
τp( A ∨ B |Π ) - τp( A|Π ) - τp(B |Π ) + 1 =
1 - τp( A ∨ B |Π ) + τp( A ∧ B |Π )。

综上可得

ξp( A，B|Π ) = τp( A→B|Π ) + τp(B→  )A |Π - 1 =
1 - τp( )( )A ∨ B |Π + τp( )( )A ∧ B |Π 。

定理8　设p为概率密度函数序列，A，B，C ∈ F(S)，
Π ={A1，A2，…，An}⊂ F (S)，τp( ⊗Π2 )> 0，则

ξp( A，B |Π ) + ξp(B，C |Π ) ≤ 1 + ξp( A，C |Π )。
证明　 若 A，B，C ∈ F (S)，则 由 定 理 7 可 得

ξp( A，B |Π ) = τp( A → B |Π ) + τp(B → A |Π ) - 1，
于是 ξp( )A，B |Π + ξp( )B，C |Π =

τp( A → B |Π ) + τp(B → A |Π ) - 1 +
τp(B → C |Π ) + τp(C → B |Π ) - 1 =
[ ]τp( )A → B |Π + τp( )B → C |Π - 1 +
[ ]τp( )C → B |Π + τp( )B → A |Π - 1 。

由定理5的2）可得

τp( A → B |Π ) + τp(B → C |Π ) - 1 ≤
τp( A → C |Π )，τp(C → B |Π ) +
τp(B → A |Π ) - 1 ≤ τp(C → A |Π )。

所以结合定理7可得

ξp( A，B |Π ) + ξp(B，C |Π ) =
[τp( A → B |Π ) + τp(B → C |Π ) - 1] +
[τp(C → B |Π ) + τp(B → A |Π ) - 1] ≤
τp( A → C |Π ) + τp(C → A |Π ) =
ξp( A，C |Π ) + 1，

即 ξp( A，B |Π ) + ξp(B，C |Π ) ≤ 1 + ξp( A，C |Π )。
定义11　设p为概率密度函数序列，A，B ∈ F(S)，

Π = {A1，A2，…，An} ⊂ F (S)，τp( ⊗ Π 2 ) > 0，令
dp( A，B |Π ) = 1 - ξp( A，B |Π )，
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则称 dp( A，B |Π )为条件Π下公式A与B的条件随机

伪距离，简称为 p -条件随机伪距离。

定理9　设 p为概率密度函数序列，A，B ∈ F (S)，
Π = {A1，A2，…，An} ⊂ F (S)，τp( ⊗ Π 2 ) > 0，则

1）dp( A，B|Π )=2-τp( A→B|Π )-τp(B→ A|Π )；
2）dp(¬A，¬B |Π ) = dp( A ∧ B，A ∨ B |Π ) =

dp( )A，B |Π 。

证明　1）由定义10可得

ξp( A，B |Π ) = τp(( A → B) ∧ (B → A) |Π )，
再由定义11可得dp( A，B |Π ) = 1 - ξp( A，B |Π )，
所以dp( A，B |Π ) = 1 - τp(( A → B) ∧ (B → A) |Π ) =

1 - τp( A → B |Π ) - τp(B → A |Π ) +
τp(( A → B) ∨ (B → A) |Π ) =
2 - τp( A → B |Π ) - τp(B → A |Π )。

2）由定理9的1）可得

dp(¬A，¬B |Π ) = 2 - τp(¬A → ¬B |Π ) -
τp(¬B → ¬A |Π ) =
2 - τp(B → A |Π ) - τp( A → B |Π ) =
dp( A，B |Π )，

dp( A ∧ B，A ∨ B|Π ) = 2 - τp( A ∧ B→ A ∨ B|Π ) -
τp( A ∨ B → A ∧ B |Π ) = 2 - τp(( )A→ A ∧

)( )A→B ∧( )B→A ∧( )B→B |Π -
τp(( A→A)∨( A→B)∨(B→A)∨(B→B) |Π )=
1 - τp(( A → B) ∧ (B → A) |Π ) =
dp( A，B |Π )，

所以dp(¬A，¬B |Π )=dp( A∧B，A∨B |Π )=dp( A，B |Π )。
定义12　设p为概率密度函数序列，A，B ∈ F (S)，

Π = {A1，A2，…，An} ⊂ F (S)，dp 是 F (S)上公式间的

条件随机伪距离，则称 (F (S)，dp )为条件随机逻辑

度量空间。

定理 10　设 p为概率密度函数序列，A，B，C， 
D ∈ F ( )S ，Π = {A1，A2，…，An}⊂ F (S)，τp( ⊗ Π 2 ) >
0，则在条件随机逻辑度量空间 (F (S)，dp )中，逻辑

运算∧，∨，→关于dp( A，B |Π )都是连续的。

证明　由定义11和定理8可得

dp( A ∨ C，B ∨ D |Π ) =
1 - ξp( A ∨ C，B ∨ D |Π ) ≤
1 - ξp( A ∨ C，B ∨ C |Π ) -
ξp(B ∨ C，B ∨ D |Π ) + 1 ≤

1 - ξp( A，B |Π ) - ξp(C，D |Π ) + 1 =
dp( A，B |Π ) + dp(C，D |Π )。

同理可得

dp( A∧C，B∧D |Π )≤ dp( A，B |Π )+ dp(C，D |Π )，
dp( A→C，B→D|Π )≤dp( A，B|Π )+dp(C，D|Π )。
若 lim

n → ∞ dp( An，A |Π ) = lim
n → ∞ dp(Bn，B |Π ) = 0，则

lim
n → ∞ dp( An ∧ Bn，A ∧ B |Π ) = 0，
lim
n → ∞ dp( An ∨ Bn，A ∨ B |Π ) = 0，
lim
n → ∞ dp( An → Bn，A → B |Π ) = 0。
所以逻辑运算 ∧，∨，→ 关于 dp( A，B |Π )都是

连续的。

4　结束语

本文基于 BR0-代数语义，在赋值域为 [0，1]的
模糊命题逻辑系统中提出了命题公式的条件随机

真度、条件随机不可靠度、条件有效推理和条件必

要度的概念，建立了条件随机逻辑度量空间。这些

研究在面对具有随机性和前提约束的不确定信息

时，可以量化命题在特定条件下的真实程度，更精

准地处理模糊或随机的输入信息，使得计量逻辑学

在随机化方向有了突破。在今后的研究中，将对命

题逻辑系统BL∗ 的条件随机发散度和近似推理做进

一步的讨论。
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Abstract：This paper studies the theory of conditional randomized truth degree in fuzzy propositional logic system， 
deduces its properties and proves the continuity of logical operations. Firstly， based on BR0-algebraic semantics， 
the p-conditional randomized truth degree of formulas is proposed in fuzzy propositional logic systems. The basic 
characteristics and operational properties of the p-conditional randomized truth degree are demonstrated， and the 
p-conditional randomized unreliability degree is introduced. Secondly， the concepts of conditional valid inference 
and conditional necessity degree are presented， and the inference properties satisfied by the p-conditional random⁃
ized truth degree are proved based on the MP rule and HS rule. Finally， the p-conditional randomized similarity 
degree and p-conditional randomized pseudo-metric between formulas are proposed， along with their operational 
and inequality properties. On this basis， the p-conditional randomized logical metric space is established， the 
continuity of logical operators is proved， the basic framework for the quantitative research on conditional random⁃
ized truth degree in this propositional system is formed. The research results complete the quantitative theory 
system of conditional random truth degree in the fuzzy propositional logic systems.
Key words：p-conditional randomized truth degree； p-conditional random unreliability； p-conditional random 
pseudo-metric； p-conditional random logic metric space
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