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一类含时Poisson-Nernst-Planck
方程的时间自适应计算
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摘要:基于相邻时间步的时间自适应有限元方法求解一类含时Poisson-Nernst-Planck(PNP)
方程,以加速求解含有多种离子的二维PNP方程的长时间数值模拟效率.数值实验结果

表明,该方法在两种数值格式下都可以有效加速计算,对于长时间PNP方程的数值计算

有效.
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Poisson-Nernst-Planck(PNP)方程是一类用来描述静电扩散反应过程和带电粒子传输强耦合的偏

微分方程组.PNP方程在生物化学领域[1]应用广泛,在半导体器件[2-3]、生物离子通道[4-5]和电化学系

统[6-8]等领域也具有重要作用.由于强耦合非线性因素的制约,一般情况下很难获得该方程的解析解,
为求该方程的近似解,目前已提出了许多数值方法,如有限体积法[9]、有限差分法[10]、有限元法[11]和

虚单元法[12]等.有限差分法因其形式简单、编程易实现,因而在一些简单模型的求解中得到广泛应



用[13],但对于复杂的大分子生物系统,如细胞膜、离子通道等复杂问题,有限元法具有较好的边界适

应性和网格灵敏度,在生物大分子模拟研究中得到广泛关注[14].
由于含时PNP方程随着时间演化在某一时间段通常会出现数值解的剧烈变化,因此,为观察并刻

画这一阶段的物理扩散过程,通常需要较小的时间步长和精细的数值计算.针对上述问题,Fu等[15]

提出了一种新的高阶时空有限元格式,并使用经典的PI步长控制算法指导PNP方程时间步变化;

Yan等[16]提出了一种半隐式(VSSBDF)的时间离散格式,并设计基于两个时间步长下控制算法指导

步长变化.尽管这些方法都取得了很好的效果,但没有同时考虑时间离散格式和相邻时间层之间的影

响,因此这些方法还可以进一步优化.本文针对一类含时PNP方程,空间上采取有限元离散格式,时

间上采用向后Euler格式和向后微分格式,设计一种基于相邻时间层的时间自适应算法,进行有限元

计算.数值实验结果表明,该方法对于含时PNP方程长时间演化模拟有效.

1 预备知识

设Ω 是ℝ2 中的有界多边形区域,∂Ω 是Ω 的Lipchitz连续边界.使用标准的Sobolev空间记号

Ws,p(Ω).特别地,当S=2时,可记 H2(Ω)=W2,p(Ω),其中,‖·‖m ,Ω和 · m,Ω分别表示相应的范

数和半范数,(·,·)Ω 表示标准L2 内积.假设Th(Ω)为三角形单元τ的并,且是大小为h形状正则的

网格.令h=max
τ∈Th

hτ,其中hτ 表示单元τ的直径.定义线性有限元空间

Sh(Ω)={v∈H1(Ω):v τ∈P1(τ),∀τ∈Th(Ω)},

Sh
0(Ω)=Sh(Ω)∩H1

0(Ω),
其中P1(τ)为τ上的线性多项式集合.

考虑如下的含时PNP模型:

pi
t-∇·(∇pi+qipi∇φ)=Fi, 在Ω 上, t∈ (0,T), i=1,2,

-∇·(∇φ)=∑
2

i=1
qipi+F3, 在Ω 上, t∈ (0,T),

pi(0)=pi,0, φ(0)=φ0, Fi(0)=F0
i,在Ω 上

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,

(1)

及齐次Dirichlet边界条件

φ=0, 在∂Ω 上, t∈ (0,T),

pi=0,在∂Ω 上, t∈ (0,T{ ),
(2)

其中:pi 是第i种离子的浓度;φ表示静电势;qi表示第i种离子的电荷量;Fi 为反应源项;pi,0,φ0,

Fi
0 表示初始值.

方程组(1)-(2)的变分形式为:求pi⊂H1
0(Ω)(i=1,2)和φ⊂H1

0(Ω),使得

∂pi

∂t
,æ

è
ç

ö

ø
÷v +(∇pi,∇v)+(qipi∇φ,∇v)=(Fi,v), ∀v∈H1

0(Ω), (3)

(∇φ,∇w)=∑
2

i=1
qi(pi,w)+(F3,w), ∀w∈H1

0(Ω). (4)

2 PNP方程全离散格式

2.1 有限元离散格式

假设方程组(3)-(4)存 在 唯 一 解(φ0,p1,p2),则 可 给 出 方 程 组(3)-(4)的 半 离 散 格 式:求

(φh,p1h,p2h)∈[Sh
0(Ω)]3 满足:

∂pi
h

∂t
,væ

è
ç

ö

ø
÷h +(∇pi

h,∇vh)+(qipi
h∇φh,∇vh)=(Fi,vh), ∀vh ∈Sh

0(Ω), i=1,2, (5)

(∇φh,∇wh)=∑
2

i=1
qi(pi

h,wh)+(F3,wh), ∀wh ∈Sh
0(Ω). (6)

  为给出方程组(5)的全离散格式,需要对时间区间[0,T]进行划分,划分为 N 个区间,分点为
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0=S0<S1<…<Sn=T.每个时间层的时间步长为tn,且Sn=Sn-1+tn-1=S0+t1+t2+…+tn-1.于

是有方 程 组 (5)-(6)的 全 离 散 向 后 微 分 格 式 为:给 定 (φn-2
h ,p1,n-2h ,p2,n-2h )∈ [Sh

0 (Ω)]3 和

(φn-1
h ,p1,n-1h ,p2,n-1h )∈[Sh

0(Ω)]3,求 (φn
h,p1,nh ,p2,nh )∈[Sh

0(Ω)]3 满足:

3pi,n
h -4pi,n-1

h +pi,n-2
h

2tn ,væ

è
ç

ö

ø
÷h +(∇pi,n

h ,∇vh)+(pi,n
h ∇φn

h,∇vh)=(Fi,vh), vh ∈Sh
0(Ω), (7)

(∇φn
h,∇wh)=∑

2

i=1
d(pi,n

h ,wh)+(F3,wh), ∀wh ∈Sh
0(Ω), (8)

其中i=1,2.将式(7)-(8)变形可得

(3pi,n
h ,vh)+2tn(∇pi,n

h +qipi,n
h ∇φn

h,∇vh)=2tn(Fi,vh)+(4pi,n-1
h -pi,n-2

h ,vh), ∀vh ∈Sh
0(Ω),

(∇φn
h,∇wh)=∑

2

i=1
qj(pi,n

h ,wh)+(F3,wh), ∀wh ∈Sh
0(Ω){ .

求解方程组(7)-(8)得到的解(φn
h,p1,nh ,p2,nh )称为全离散向后微分格式下的有限元解.

同理,对于方程组(5)-(6)的全离散向后Euler格式为:给定(φn-1
h ,p1,n-1h ,p2,n-1h )∈[Sh

0(Ω)]3,求

(φn
h,p1,nh ,p2,nh )∈[Sh

0(Ω)]3 满足:

pi,n
h -pi,n-1

h

tn ,væ

è
ç

ö

ø
÷h +(∇pi,n

h ,∇vh)+(qipi,n
h ∇φn

h,∇vh)=(Fi,vh), ∀vh ∈Sh
0(Ω), (9)

(∇φn
h,∇wh)=∑

2

i=1
qi(pi,n

h ,wh)+(F3,wh), ∀wh ∈Sh
0(Ω), (10)

其中i=1,2.将式(9)-(10)变形可得

(pi,n
h ,vh)+tn(∇pi,n

h +qipi,n
h ∇φn

h,∇vh)=tn(Fi,vh)+(pi,n-1
h ,vh), ∀vh ∈Sh

0(Ω),

(∇φn
h,∇wh)=∑

2

i=1
qi(pi,n

h ,wh)+(F3,wh), ∀wh ∈Sh
0(Ω){ .

求解方程组(9)-(10)得到的解(φn
h,p1,nh ,p2,nh )称为全离散向后Euler格式下的有限元解.

文献[17]给出了方程组(9)-(10)在二维线性有限元解的误差估计结果.
引理1[17] 设(φn,pi,n)和(φn

h,pi,n
h )(i=1,2)分别是方程组(5)-(6)和方程组(9)-(10)的解.则存在

两个不依赖于网格剖分h的常数τ0 和h0,使得对于n=0,1,…,N,有

max
0≤n≤N

‖φn -φn
h‖+∑

2

i=1
‖pi,n -pi,n

h( )‖ ≤C(t+h2),

其中t≤τ0,h≤h0.
2.2 自适应时间步算法

为解决方程组(9)-(10)的强耦合性和非线性,目前常用的方法是Gummel迭代法[18]和两网格方

法[17,19],由于两网格方法对算法实现和调试方面比单网格方法复杂,因此本文采用相对简单的带有

Gummel迭代的有限元算法.
算法1 Gummel有限元算法.
输入:迭代的初值(ϕ0h,p1

,0
h ,p2,0h ),时间层时间n及其步长tn,容错误差δ=10-6;

输出:(ϕT,p1,T,p2,T);
步骤1)初始化非线性迭代:当n≥0,且l=0时,(ϕn

h,p1,nh ,p2,nh )=(ϕn+t,0
h ,pn+t,1,0

h ,pn+t,2,0
h );

步骤2)在每个时间层上进行有限元计算:当(φn+t,l
h ,p1,n+t,lh ,p2,n+t,lh )∈[Sh

0(Ω)]3 时,对l≥0且

∀vh,wh∈Sh
0(Ω),有

(p1,n+t
n,l+1

h ,vh)+tn(∇p1,n+t
n,l+1

h +q1p1,n+t
n,l+1

h ∇φn+tn,l
h ,∇vh)=tn(F1,vh)+(p1,nh ,vh),

(p2,n+t
n,l+1

h ,vh)+tn(∇p2,n+t
n,l+1

h +q1p2,n+t
n,l+1

h ∇φn+tn,l
h ,∇vh)=tn(F2,vh)+(p2,nh ,vh),

(∇φn+tn,l+1
h ,∇wh)=(q1p1,n+t

n,l+1
h +q2p2,n+t

n,l+1
h ,wh)+(F3,wh);

  步骤3)中止非线性迭代:对给定的容错误差δ,当

‖φn+tn,l+1
h -φn+tn,l

h ‖ ≤δ
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时即停止迭代,此时令

(ϕn+tn,p1,n+t
n,p2,n+t

n)=(ϕn+tn,l+1,p1,n+t
n,l+1,p2,n+t

n,l+1),
否则,令l=l+1,返回步骤2)继续迭代;

步骤4)终止循环:当n+tn=T 时停止循环,否则,令n=n+tn,返回步骤1).
由于一致时间剖分下PNP方程的数值效率较低,且随着长时间演化,误差累积的现象急剧增强,

给长时间离子通道问题的模拟研究带来了较大困难.自适应时间步算法能提升数值模拟的效率,特别

是在处理含时方程时.目前,PNP方程的自适应时间步算法有经典的PI控制算法[15]和双时间步长算

法[16]等.这些算法的主要思想是根据不同的准则调整时间步长,通常用户需指定最大(为准确性)和最

小时间步长(为效率性)以及容许误差.基于这些数值方法,本文提出一种基于相邻时间层的时间自适

应算法,以优化时间步长并加快模拟速度.
算法2 自适应时间步算法.
输入:(ϕn-1,p1,n-1,p2,n-1,tn);
输出:tn+1;
步骤1)求有限元解:在给定的网格上计算电势和浓度的有限元解(ϕn,p1,n,p2,n);

步骤2)计算单个自适应指示值:ei,n=‖p
i,n-pi,n-1‖
‖pi,n‖

;

步骤3)计算总的自适应指示值:en=max{e1,n,e2,n}.
  ifen>tolthen

    更新tn+1= tole
æ

è
ç

ö

ø
÷

n

0.5

tn;

  else

    更新tn+1=minmax tol
e

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

0.5

tn,t{ }min ,t{ }max .

  endif
算法2给出了自适应时间步长的算法,该算法以最大时间步长tmax、最小时间步长tmin和容限误差

tol为参数来调整自适应水平.

3 数值实验

下面给出数值实例验证向后微分和向后Euler数值格式的正确性,并验证所提出时间自适应方法

的有效性.实验环境为桂林电子科技大学超算平台(Linux),内存为3.58TB,采用Fortran90语言编

写计算程序,所有计算结果均来自同一平台.在数值实验中,比较了时间自适应方法和一致时间步方

法的迭代步数(用IT表示,单位为次)和迭代时间(用tCPU表示,单位为s).
下面以二维为例,求解的对象为方程组(1)-(2)组成的PNP方程组,求解区域为Ω=[0,1]×

[0,1],取q1=1,q2=-1,T=0.5,右端函数依赖于解析解,其中解析解定义为

φ=(1-exp{-t})sin(πx)sin(πy),

p1=sin(2πx)sin(2πy)sin(t),

p2=sin(3πx)sin(3πy)sin(2t)

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(11)

定义L2 范数为

uL2 = ‖u-uh‖22,
其中,u表示式(11)中p1,p2,φ的精确解,uh 是有限元解.选取如下收敛阶计算公式:

order=log
(uL2,i+1/uL2,i)
log(hi+1/hi)

,  i=1,2,….

  为验证向后Euler和向后微分数值格式的有效性及数值结果的正确可靠性,选取不同空间步长h,
T=0.5,时间步长t1=t2=…=tn=h2,初值(φ0h,p1

,0
h ,p2,0h )=(0,0,0)进行测试.

表1列出了p1 在L2 范数下的误差.由表1可见,在L2 范数下有限元解和精确解的误差收敛阶接
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近2阶,表明两种格式下有限元方法的数值结果收敛阶与定理1理论结果一致,因此可以继续进行长

时间的数值模拟.于是,选择tmax=0.1,tmin=0.0001和tol=0.01作为自适应时间步算法的参数,对

上述给出两种数值格式下的PNP方程组(7)-(10)进行计算.
表1 p1 在L2 范数下的误差

Table1 Errorofp1underL2norm

h 微分p1L2 微分收敛阶 Eulerp1L2 Euler收敛阶

1/4 0.130557 0.130562
1/8 4.10×10-2 1.67 4.10×10-2 1.67
1/16 1.09×10-2 1.91 1.09×10-2 1.91
1/32 2.77×10-3 1.98 2.77×10-3 1.98
1/64 6.95×10-4 1.99 6.95×10-4 1.99

  表2列出了自适应算法和恒定步长算法的实验结果.表2结果表明,在固定空间步长h=1/64,初

始时间步长t1=0.001,并采用两种不同的格式时,使用自适应步长算法比恒定步长需要更少的时间和

迭代次数,从而有效减少了大规模计算的迭代次数和计算成本,从tCPU和IT的角度出发向后微分数值

格式比向后Euler格式迭代次数少,说明自适应算法对于向后微分格式效果更好.此外,两种格式都

避免了额外的计算开销而导致的计算时间过长问题.
表2 自适应算法和恒定步长算法的实验结果

Table2 Experimentalresultsofadaptivealgorithmandconstantstepsizealgorithm

格式 算法
T=1

IT/次 tCPU/s
T=2

IT/次 tCPU/s
T=3

IT/次 tCPU/s
向后Euler 一致步长 1000 300.9 2000 500.9 5000 1135.6

自适应 544 123.6 584 146.2 1142 344.8
向后微分 一致步长 1000 191.48 2000 486.8 5000 1153.2

自适应 452 101.3 480 118.5 1142 281.5

  图1为两种格式下浓度p2 的数值误差对比结果.由图1可见,在两种格式下自适应算法和一致步

长算法对于p2 的L2 误差最大的差距是3.1×10-4,虽然微分格式在L2 范数下的误差波动情况比

Euler格式下大,但微分格式出现了比一致步长算法误差还小的情况,因此这是在可接受范围内的.
此外,两种格式都避免了算法过度调整而导致的不稳定性.

图1 两种格式下浓度p2 的数值误差对比结果

Fig.1 Comparisonresultsofnumericalerrorsofconcentrationp2intwoformats

图2为两种格式下电势φ的数值误差对比结果.由图2可见,对于电势φ的L2 误差,两种格式下

自适应算法和一致步长算法下的结果不存在差别,说明自适应算法对于两种数值格式下的PNP方程

有效.
图3为两种格式下的时间层步长对比结果.由图3可见,两种格式在每个时间层的时间步变换是

在最大最小时间步长的限制下,同时当解趋近于稳定时,时间步长开始变粗,趋近最大时间步长,当

解开始震荡时,时间步长开始变细.但微分格式下的时间步长变换比Euler格式下的更快,表明自适
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应时间步算法对于向后微分格式更精确.

图2 两种格式下电势φ的数值误差对比结果

Fig.2 Comparisonresultsofnumericalerrorsofelectrostaticpotentialφintwoformats

图3 两种格式下的时间层步长对比结果

Fig.3 Comparisonresultsofstepsizeoftimelayerintwoformats

综上所述,本文给出了一种求解含时PNP方程的时间自适应算法,对一类带真解的含时PNP方

程进行了数值实验,数值实验结果表明了时间自适应方法的有效性.该方法可进一步推广到更复杂的

PNP模型中.
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