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[摘要] 　 本文给出了 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数的一些性质及其刻画. 引入了 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对余模概念ꎬ并由双代数中的余

积分ꎬＨｏｐｆ 代数中的对极映射ꎬ以及由 Ｈｏｐｆ 模与重模构造了众多 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对余模.
[关键词] 　 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数ꎬＮｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对余模ꎬＨｏｐｆ 代数ꎬＨｏｐｆ 模
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Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ ｃｏａｌｇｅｂｒａｓꎬＮｉｊｅｎｈｕｉｓ ｐａｉｒｅｄ ｃｏｍｏｄｕｌｅｓꎬＨｏｐｆ ａｌｇｅｂｒａｓꎬＨｏｐｆ ｍｏｄｕｌｅｓ

２０００ 年ꎬＣａｒｉｎｅｎａ 等人在研究双哈密顿系统时首次提出了结合代数上 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 算子的概念[１] . 近年

来ꎬＮｉｊｅｎｈｕｉｓ 代数的发展也受到了极大的关注ꎬ众多专家和学者ꎬ如ꎬ郭锂ꎬ白承铭等人开始研究 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ
代数([２]ꎬ[３]ꎬ[４]) . 而且有文献表明 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 代数在偏微分方程[５]、统计学和理论力学等领域的研究

中发挥了重要作用.
研究表明ꎬＮｉｊｅｎｈｕｉｓ 算子与 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 算子、微分算子以及 Ｏ－算子之间有着密切的联系. 在文献[３]

中ꎬ作者研究了预 Ｌｉｅ 代数上的 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 算子以及 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 算子与 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 算子和 Ｏ－算子之间的关

系ꎬ在文献[４]中ꎬＢｉｂｈａｓｈ 等人研究了 Ｌｅｉｂｎｉｚ 代数上 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 算子、Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 算子和修改的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ
算子之间的联系ꎬ在文献[６]中ꎬ袁腊梅研究了结合共形代数上的 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 算子与 Ｏ－算子的关系ꎬ在文献

[７]中ꎬ郭锂等人建立了微分算子ꎬＲｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 算子与 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 算子之间的联系等.
值得注意的是ꎬ２００６ 年ꎬＥｂｒａｈｉｍｉ￣Ｆａｒｄ 在他的博士论文[８]中ꎬ为了研究 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 代数与 Ｈｏｐｆ 代数

的重整化时首次提出了 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数的概念ꎬ但截止到目前为止有关 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数的研究成果并

不多见ꎬ仍处于发展阶段.
本文正是基于以上研究背景ꎬ给出了 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数的一些性质及其刻画ꎬ然后在余代数上引入了

Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对余模概念ꎬ并由双代数中的余积分与 Ｈｏｐｆ 代数中的对极映射以及由 Ｈｏｐｆ 模与重模等构造

了众多 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对模.
本文所讨论的对象均在域 Ｋ 上考虑ꎬｉｄ 表示恒等映射ꎬ余代数均指余结合的余代数ꎬ并采用 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ

记法[９] .

１　 基本定义

定义 １.１　 设 Ｃ是一个 Ｋ－线性空间ꎬ如果存在两个 Ｋ－线性映射 Δ:Ｃ→Ｃ⊗Ｃꎬε:Ｃ→Ｋ满足下面条件:

—１—
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( ｉｄ⊗Δ)Δ＝(Δ⊗ｉｄ)Δꎬ(ε⊗ｉｄ)Δ＝ ｉｄ ＝( ｉｄ⊗ε)Δꎬ (１)
则称(ＣꎬΔꎬε)是一个余代数[９]ꎬ并分别称映射 Δꎬε为这个余代数的余乘法和余单位. 以后ꎬ简记这个余代

数为 Ｃ.
用 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 记号ꎬ如果记

Δｃ＝ ｃ(１)⊗ｃ(２)∈Ｃ⊗Ｃꎬｃ∈Ｃꎬ
则上面(１)式可以表示为

ｃ(１)⊗ｃ(２)(１)⊗ｃ(２)(２)＝ ｃ(１)(１)⊗ｃ(１)(２)⊗ｃ(２)ꎬε(ｃ(１))ｃ(２)＝ ｃ＝ε(ｃ(２))ｃ(１) .
定义 １.２　 设 Ｃ是一个余代数ꎬ如果存在一个 Ｋ－线性映射 Ｐ:Ｃ→Ｃꎬ满足下面条件:

(Ｐ⊗Ｐ)Δ＝( ｉｄ⊗Ｐ)ΔＰ＋(Ｐ⊗ｉｄ)ΔＰ＋λΔＰꎬ (２)
则称(ＣꎬＰ)是一个权重为 λ的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 余代数[１０] .

例 １.３　 (１)设(ＣꎬＰ)是一个权重为 λ(≠０)的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 余代数ꎬ则由文[１０]知:(Ｃꎬμλ－１Ｐ)是一个

权重为 μ的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 余代数.
(２)设 Ｈ是一个以{ｘꎬｙꎬｚ}为基底的三维向量空间ꎬ定义 Ｈ上的余乘法及余单位为:

Δ(ｘ)＝ ｘ⊗ｘꎬΔ(ｙ)＝ ｙ⊗ｙꎬΔ( ｚ)＝ ｚ⊗ｚꎬ
ε(ｘ)＝ ε(ｙ)＝ ε( ｚ)＝ １ꎬ

则(ＨꎬΔꎬε)是一个余代数. 如果存在一个线性映射 Ｐ:Ｈ→Ｈ以及 λ∈Ｋꎬ使得

Ｐ(ｘ)＝ λｚꎬＰ(ｙ)＝ λｚꎬＰ( ｚ)＝ ０ꎬ
则(ＨꎬＰ)是一个权重为 λ的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 余代数[１１] .

定义 １.４　 设 Ｃ是一个余代数ꎬＭ是一个 Ｋ－线性空间ꎬ如果存在一个 Ｋ－线性映射 ρ:Ｍ→Ｃ⊗Ｍꎬ满足

下面条件:
(Δ⊗ｉｄ)ρ＝( ｉｄ⊗ρ)ρꎬ(ε⊗ｉｄ)ρ＝ ｉｄꎬ (３)

则称 Ｍ是一个左 Ｃ－余模[９]ꎬ并称 ρ为余模 Ｍ的余模结构映射. 如果记 ρ(ｍ)＝ ｍ(－１)⊗ｍ(０)∈Ｃ⊗Ｍꎬ则上

面(３)式可以表示为:对任意 ｍ∈Ｍꎬ
ｍ(－１)(１)⊗ｍ(－１)(２)⊗ｍ(０)＝ ｍ(－１)⊗ｍ(０)(－１)⊗ｍ(０)(０)ꎬ
ε(ｍ(－１)) ｍ(０)＝ ｍ.

定义 １.５　 设 Ｍ是一个左 Ｃ－余模ꎬλ∈Ｋꎬ如果存在两个线性映射 Ｐ:Ｃ→Ｃ 和 Ｔ:Ｍ→Ｍꎬ满足下面

条件:
(Ｐ⊗Ｔ)ρ＝(Ｐ⊗ｉｄ)ρＴ＋( ｉｄ⊗Ｔ)ρＴ＋λρＴꎬ (４)

则称(ＭꎬＰꎬＴ)是一个权重为 λ的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 配对(左)Ｃ－余模[１２] .
类似地ꎬ可以定义 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 配对右 Ｃ－余模.
例 １.６　 (１)设(ＣꎬＰ)是一个权重为 λ的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 余代数ꎬ则由上述定义知:(ＣꎬＰꎬＰ)是一个权重

为 λ的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 配对 Ｃ－余模ꎬ它的余模结构映射通过余代数 Ｃ的余乘法给出.
(２)设(ＭꎬＰꎬＴ)是一个权重为 λ的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 配对 Ｃ－余模ꎬ则由上述定义知:(ＭꎬμＰꎬμＴ)也是一个

权重为 λ的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 配对 Ｃ－余模ꎬλꎬμ∈Ｋ.

２　 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数

本节主要给出 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数的一些性质ꎬ并构造一些 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数.
定义 ２.１　 设 Ｃ是一个余代数ꎬ如果存在一个线性映射 Ｎ:Ｃ→Ｃ以及 λ∈Ｋꎬ满足下面条件:

(Ｎ⊗Ｎ)Δ＋ΔＮ２ ＝( ｉｄ⊗Ｎ)ΔＮ＋(Ｎ⊗ｉｄ)ΔＮꎬ (５)
则称(ＣꎬＮ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数[８]ꎬ并称 Ｎ是余代数 Ｃ上的一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 算子.
用 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 记号ꎬ对任意 ｃ∈Ｃꎬ(５)式可以表示为:
Ｎ(ｃ(１)) ⊗Ｎ(ｃ(２))＋Ｎ２(ｃ) (１)⊗Ｎ２(ｃ) (２)＝ Ｎ(ｃ) (１)⊗Ｎ(Ｎ(ｃ) (２))＋Ｎ(Ｎ(ｃ) (１))⊗Ｎ(ｃ) (２) .

设(ＣꎬＮ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数ꎬ若 Ｖ是 Ｃ的一个子余代数ꎬ并满足 Ｎ(Ｖ)⊆Ｖꎬ则不难知道(ＶꎬＮ)为
一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数ꎬ以后称它为 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数(ＣꎬＮ)的 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 子余代数.

例 ２.２　 (１)设(ＣꎬＮ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数ꎬμ∈Ｋꎬ则(ＣꎬμΔꎬμＮ)与(ＣꎬΔꎬμＮ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余

—２—
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代数.
(２)设(ＣꎬＰ)是一个权重为－１ 的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 余代数ꎬ如果 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 算子 Ｐ是幂等的ꎬ则由定义 ２.１

知:(ＣꎬＰ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数.
命题 ２.３　 设(ＣꎬＮ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数ꎬ则(Ｃ∗ꎬΔ∗ꎬＮ∗)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数.
证明　 事实上ꎬ对任意 ｆꎬｇ∈Ｃ∗ꎬｃ∈Ｃ有

‹Δ∗(Ｎ∗( ｆ)⊗Ｎ∗(ｇ))ꎬｃ› ＝‹Ｎ∗( ｆ)⊗Ｎ∗(ｇ)ꎬΔ(ｃ)› ＝‹ ｆ⊗ｇꎬ(Ｎ⊗Ｎ)Δ(ｃ)›ꎬ
‹Ｎ∗(Δ∗(Ｎ∗( ｆ)􀱋ｇ)＋Δ∗( ｆ􀱋Ｎ∗(ｇ)))ꎬｃ›－‹Ｎ∗２Δ∗( ｆ􀱋ｇ)ꎬｃ› ＝‹Δ∗(Ｎ∗( ｆ)⊗ｇ)＋Δ∗( ｆ⊗Ｎ∗(ｇ))－

Ｎ∗Δ∗( ｆ⊗ｇ)ꎬＮ(ｃ)› ＝‹ ｆ⊗ｇꎬ(Ｎ⊗ｉｄ)ΔＮ(ｃ)＋( ｉｄ⊗Ｎ)ΔＮ(ｃ)－ΔＮ２(ｃ)] .
因为(ＣꎬＮ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数ꎬ所以由(５)式可以证明:

Δ∗(Ｎ∗( ｆ)􀱋Ｎ∗(ｇ))＝ Ｎ∗(Δ∗(Ｎ∗( ｆ)􀱋ｇ)＋Δ∗( ｆ􀱋Ｎ∗(ｇ))－Ｎ∗２Δ∗( ｆ􀱋ｇ) .
显然ꎬＣ∗是一个代数ꎬ故(Ｃ∗ꎬΔ∗ꎬＮ∗)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 代数.
命题 ２.４　 设(ＣꎬＮ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数ꎬ定义

􀭾Ｎ＝ －ｋｉｄ－Ｎꎬ (６)
则(Ｃꎬ􀭾Ｎ)也是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数.
证明　 由于(ＣꎬＮ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数ꎬ所以

(ｉｄ⊗􀭾Ｎ)Δ􀭾Ｎ＋(􀭾Ｎ⊗ｉｄ)Δ􀭾Ｎ－Δ􀭾Ｎ２ ＝(ｉｄ⊗(－ｋｉｄ－Ｎ))Δ(－ｋｉｄ－Ｎ)＋((－ｋｉｄ－Ｎ)⊗ｉｄ)Δ(－ｋｉｄ－Ｎ)－Δ(－ｋｉｄ－Ｎ)２ ＝
ｋ２Δ＋ｋΔＮ＋ｋ( ｉｄ⊗Ｎ)Δ＋( ｉｄ⊗Ｎ)ΔＮüþ ýï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ＋ｋ２Δ＋ｋΔＮ＋ｋ(Ｎ⊗ｉｄ)Δ＋(Ｎ⊗ｉｄ)ΔＮüþ ýï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï －ｋ２Δ－２ｋΔＮ－ΔＮ２

üþ ýï ï ï ï ï ï ＝

ｋ２Δ＋ｋ( ｉｄ⊗Ｎ)Δ＋ｋ(Ｎ⊗ｉｄ)Δ＋( ｉｄ⊗Ｎ)ΔＮ＋(Ｎ⊗ｉｄ)ΔＮ－ΔＮ２ ＝ ｋ２Δ＋ｋ( ｉｄ⊗Ｎ)Δ＋ｋ(Ｎ⊗ｉｄ)Δ＋(Ｎ⊗Ｎ)Δ＝
((－ｋｉｄ－Ｎ)⊗(－ｋｉｄ－Ｎ))Δ＝(􀭾Ｎ⊗􀭾Ｎ)Δ.

即ꎬ
(􀭾Ｎ⊗􀭾Ｎ)Δ＋Δ􀭾Ｎ２ ＝( ｉｄ⊗􀭾Ｎ)Δ􀭾Ｎ＋(􀭾Ｎ⊗ｉｄ)Δ􀭾Ｎꎬ

故(Ｃꎬ􀭾Ｎ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数.
下面由余代数映射与余代数中的群像元分别构造 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数.
命题 ２.５ 　 设 Ｃ 是一个余代数ꎬ若存在一个余代数映射 Ｎ:Ｃ→Ｃꎬ使得 Ｎ２ ＝ Ｎꎬ则(ＣꎬＮ)是一个

Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数.
证明　 事实上ꎬ对任意 ｃ∈Ｃꎬ有

( ｉｄ⊗Ｎ)ΔＮ(ｃ)＋(Ｎ⊗ｉｄ)ΔＮ(ｃ)－ΔＮ２(ｃ)＝ ( ｉｄ⊗Ｎ)(Ｎ⊗Ｎ)Δ(ｃ)＋(Ｎ⊗ｉｄ)(Ｎ⊗Ｎ)Δ(ｃ)－(Ｎ⊗Ｎ)Δ(ｃ)＝
Ｎ(ｃ(１))⊗Ｎ２(ｃ(２))＋Ｎ２(ｃ(１))⊗Ｎ(ｃ(２))－Ｎ(ｃ(１))⊗Ｎ(ｃ(２))＝ (Ｎ⊗Ｎ)Δ(ｃ)ꎬ

即ꎬ
(Ｎ⊗Ｎ)Δ(ｃ)＝ ( ｉｄ⊗Ｎ)ΔＮ(ｃ)＋(Ｎ⊗ｉｄ)ΔＮ(ｃ)－ΔＮ２(ｃ)ꎬ

故(ＣꎬＮ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数.
命题 ２.６　 设 Ｃ是一个余代数ꎬｇ是 Ｃ中的一个群像元(即ꎬΔ(ｇ)＝ ｇ⊗ｇꎬε(ｇ)＝ １)ꎬ定义

Ｎｇ:Ｃ→ＣꎬＮｇ(ｃ)＝ ε(ｃ)ｇꎬ
则(ＣꎬＮｇ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数.

反过来ꎬ如果 ＣｈａｒＫ＝ ０ 并且存在一个元素 ０≠ｇ∈ Ｃꎬ及一个线性映射 Ｎｇ:Ｃ→ＣꎬＮｇ( ｃ)＝ ε( ｃ)ｇꎬ使得

(ＣꎬＮｇ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数ꎬ则元素 ｇ 是余代数 Ｃ中一个弱化形式的群像元ꎬ即ꎬε(ｇ)Δ(ｇ)＝ ｇ⊗ｇ.
证明　 首先ꎬＮｇ 是幂等的ꎬ这是由于对任意 ｃ∈Ｃꎬ

Ｎ２
ｇ(ｃ)＝ Ｎｇ(ε(ｃ)ｇ)＝ ε(ｃ)ε(ｇ)ｇ＝ε(ｃ)ｇ＝Ｎｇ(ｃ) .

其次ꎬＮｇ 是一个余代数映射ꎬ这是由于对任意 ｃ∈Ｃꎬ
ΔＮｇ(ｃ)＝ ε(ｃ)ｇ⊗ｇ＝Ｎｇ(ｃ(１))⊗Ｎｇ(ｃ(２))ꎬ

故由命题 ２.４ 知:(ＣꎬＮｇ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数.
反之ꎬ在上述假设条件下ꎬ如果(ＣꎬＮｇ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数ꎬ则对任意 ｃ∈Ｃꎬ

(Ｎｇ⊗Ｎｇ)Δ(ｃ)＋ΔＮ２
ｇ(ｃ)＝ ε(ｃ(１))ｇ⊗ε(ｃ２)ｇ＋ε(ｃ)ε(ｇ)Δ(ｇ)＝ ε(ｃ)ｇ⊗ｇ＋

ε(ｃ)ε(ｇ)Δ(ｇ)ꎬ(Ｎｇ⊗ｉｄ)ΔＮｇ(ｃ)＋( ｉｄ⊗Ｎｇ)ΔＮｇ(ｃ)＝ ε(ｃ)Ｎｇ(ｇ(１))⊗ｇ(２) ＋ε(ｃ)ｇ(１)⊗Ｎｇ(ｇ(２))＝

—３—
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ε(ｃ)ε(ｇ(１))ｇ⊗ｇ(２) ＋ε(ｃ)ｇ(１)⊗ε(ｇ(２))ｇ＝ε(ｃ)ｇ⊗ｇ＋ε(ｃ)ｇ⊗ｇꎬ
因此ꎬ有

ε(ｃ)ｇ⊗ｇ＋ε(ｃ)ε(ｇ)Δ(ｇ)＝ ε(ｃ)ｇ⊗ｇ＋ε(ｃ)ｇ⊗ｇꎬ
故 ε(ｇ)Δ(ｇ)＝ ｇ⊗ｇ.

下面由双代数或者 Ｈｏｐｆ 代数构造 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数.
命题 ２.７　 设 Ｃ 是一个双代数ꎬＨ 是一个 Ｈｏｐｆ 代数( ｓ 是它的对极映射)ꎬ如果存在两个双代数映射

ｉ:Ｈ→Ｃꎬπ:Ｃ→Ｈ使得 π 􀳱 ｉ＝ ｉｄꎬ则(ＣꎬΠ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数.
这里 Π＝ ｉｄ∗( ｉ 􀳱 ｓ 􀳱π)ꎬ其中“∗”是 Ｅｎｄ(Ｃ)中的卷积乘.
证明　 由文[８ꎬ例 ３.３]知:Π是幂等的ꎬ并且(ＣꎬΠ)是一个权重为－１ 的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 余代数ꎬ故由例

２.２ 知:(ＣꎬΠ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数.
命题 ２.８　 设 Ｈ是一个 Ｈｏｐｆ 代数( ｓ是它的对极映射)ꎬ如果 Ｃ 是一个右 Ｈ－Ｈｏｐｆ 模余代数(即ꎬ它既

是一个右 Ｈ－模余代数ꎬ又是一个右 Ｈ－Ｈｏｐｆ 模)ꎬ则 Ｐ≡ｃ(０)􀅰ｓ(ｃ(１))是 Ｃ上的一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 算子.
因此ꎬ每个 Ｈｏｐｆ 代数都可以构成一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数.
证明　 由于 Ｃ是一个右 Ｈ－Ｈｏｐｆ 模ꎬ所以不难证明 Ｐ２ ＝Ｐ. 再由文[１１]中的定理 ３.２ 知:(ＣꎬＰ)是一个

权重为－１ 的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 余代数. 故由例 ２.２ 知:(ＣꎬＰ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数.
由于 Ｈｏｐｆ 代数 Ｈ可以构成自身上的一个右 Ｈ－Ｈｏｐｆ 模余代数(它的右 Ｈ－模恰好是由它的乘法给

出)ꎬ所以每个 Ｈｏｐｆ 代数 Ｈ都可以构成一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数.
下面给出 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数的刻画.
命题 ２.９　 设 Ｃ是一个余代数ꎬＮ:Ｃ→Ｃ是一个线性映射ꎬ则有下面结论.
(１)若 Ｎ２ ＝ ０ꎬ则(ＣꎬＮ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数当且仅当(ＣꎬＮ)是一个权重为 ０ 的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 余

代数ꎻ
(２)若 Ｎ２ ＝Ｎꎬ则(ＣꎬＮ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数当且仅当(ＣꎬＮ)是一个权重为－１ 的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 余

代数ꎻ
(３)若 Ｎ２ ＝ ｉｄꎬ则(ＣꎬＮ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数当且仅当(ＣꎬＮ＋ｉｄ)是一个权重为－２ 的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ

余代数.
证明　 (１)当 Ｎ２ ＝ ０ 时ꎬ如果(ＣꎬＮ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数ꎬ则

(Ｎ⊗Ｎ)Δ＝( ｉｄ⊗Ｎ)ΔＮ＋(Ｎ⊗ｉｄ)ΔＮꎬ
即(ＣꎬＮ)是一个权重为 ０ 的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 余代数.

反之ꎬ同理证明.
(２)当 Ｎ２ ＝Ｎ时ꎬ如果(ＣꎬＮ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数ꎬ则

(Ｎ⊗Ｎ)Δ＋ΔＮ＝( ｉｄ⊗Ｎ)ΔＮ＋(Ｎ⊗ｉｄ)ΔＮꎬ
即(ＣꎬＮ)是一个权重为－１ 的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 余代数.

反之ꎬ同理证明.
(３)由于

((Ｎ＋ｉｄ)⊗Δ(Ｎ＋ｉｄ))Δ＝(Ｎ⊗Ｎ)Δ＋(Ｎ⊗ｉｄ)Δ＋(ｉｄ⊗Ｎ)Δ＋(ｉｄ⊗ｉｄ)Δ＝(Ｎ⊗Ｎ)Δ＋(Ｎ⊗ｉｄ)Δ＋(ｉｄ⊗Ｎ)Δ＋Δꎬ
((Ｎ＋ｉｄ)⊗ｉｄ)Δ(Ｎ＋ｉｄ)＋(ｉｄ⊗(Ｎ＋ｉｄ))Δ(Ｎ＋ｉｄ)＝ ((Ｎ＋ｉｄ)⊗ｉｄ)ΔＮ＋((Ｎ＋ｉｄ)⊗ｉｄ)Δ＋(ｉｄ⊗(Ｎ＋ｉｄ))ΔＮ＋

( ｉｄ⊗(Ｎ＋ｉｄ))Δ＝(Ｎ⊗ｉｄ)ΔＮ＋( ｉｄ⊗ｉｄ)ΔＮ＋(Ｎ⊗ｉｄ)Δ＋( ｉｄ⊗ｉｄ)Δ＋( ｉｄ⊗Ｎ)ΔＮ＋( ｉｄ⊗ｉｄ)ΔＮ＋
( ｉｄ⊗Ｎ)Δ＋( ｉｄ⊗ｉｄ)Δ＝(Ｎ⊗ｉｄ)ΔＮ＋２ΔＮ＋(Ｎ⊗ｉｄ)Δ＋( ｉｄ⊗Ｎ)ΔＮ＋( ｉｄ⊗Ｎ)Δ＋２Δꎬ

２Δ(Ｎ＋ｉｄ)＝ ２ΔＮ＋２Δꎬ
所以当 Ｎ２ ＝ ｉｄ 时ꎬ如果(ＣꎬＮ＋ｉｄ)是一个权重为－２ 的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 余代数ꎬ则通过上面的证明ꎬ有

(Ｎ⊗Ｎ)Δ＋Δ＝( ｉｄ⊗Ｎ)ΔＮ＋(Ｎ⊗ｉｄ)ΔＮꎬ
即ꎬ(ＣꎬＮ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数.

反之ꎬ易证.
下面ꎬ将在以{ｇꎬｘ}为基的如下二维余代数 Ｃ上构造 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 算子ꎬ即ꎬ构造余代数 Ｃ 上的 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ

映射.
—４—
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设域 Ｋ的特征为 ０ꎬ余代数 Ｃ 的余乘法和余单位定义为

Δ(ｇ)＝ ｇ⊗ｇꎬΔ(ｘ)＝ ｇ⊗ｘ＋ｘ⊗ｇꎬε(ｇ)＝ １ꎬε(ｘ)＝ ０ꎬ
并令

Ｎ(ｇ)＝ Ｉ１ｇ＋Ｉ２ｘ
Ｎ(ｘ)＝ Ｉ３ｇ＋Ｉ４ｘ

{ ꎬ

是 Ｃ上的 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 算子ꎬ其中 Ｉ ｊ∈Ｋꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４. 取 ｃ＝ｇꎬ须有

(Ｎ⊗Ｎ)Δ(ｇ)＝ (Ｎ⊗Ｎ)(ｇ⊗ｇ)＝ ( Ｉ１ｇ＋Ｉ２ｘ)⊗( Ｉ１ｇ＋Ｉ２ｘ)＝ Ｉ２１ｇ􀱋ｇ＋Ｉ１Ｉ２ｇ􀱋ｘ＋Ｉ１Ｉ２ｘ􀱋ｇ＋Ｉ２２ｘ􀱋ｘꎬ
ΔＮ２(ｇ)＝ Ｉ１ΔＮ(ｇ)＋Ｉ２ΔＮ(ｘ)＝ Ｉ１Δ(Ｉ１ｇ＋Ｉ２ｘ)＋Ｉ２Δ(Ｉ３ｇ＋Ｉ４ｘ)＝ (Ｉ２１＋Ｉ２Ｉ３)ｇ􀱋ｇ＋(Ｉ１Ｉ２＋Ｉ２Ｉ４)ｇ􀱋ｘ＋(Ｉ１Ｉ２＋Ｉ２Ｉ４)ｘ􀱋ｇꎬ
(Ｎ⊗ｉｄ)ΔＮ(ｇ)＋( ｉｄ⊗Ｎ)ΔＮ(ｇ)＝ (Ｎ⊗ｉｄ)( Ｉ１ｇ⊗ｇ＋Ｉ２ｇ⊗ｘ＋Ｉ２ｘ⊗ｇ)＋( ｉｄ⊗Ｎ)( Ｉ１ｇ⊗ｇ＋Ｉ２ｇ⊗ｘ＋Ｉ２ｘ⊗ｇ)＝

(２Ｉ２１＋２Ｉ２Ｉ３)ｇ􀱋ｇ＋(２Ｉ１Ｉ２＋Ｉ２Ｉ４)ｘ􀱋ｇ＋(２Ｉ１Ｉ２＋Ｉ２Ｉ４)ｇ􀱋ｘ＋２Ｉ２２ｘ􀱋ｘꎬ
则由(５)式ꎬ整理得到如下方程:

Ｉ２Ｉ３ ＝ ０ꎬＩ２２ ＝ ０ꎬ
故 Ｉ２ ＝ ０. 再取 ｃ＝ ｘꎬ须有

(Ｎ⊗Ｎ)Δ(ｘ)＝ (Ｎ⊗Ｎ)(ｇ⊗ｘ＋ｘ⊗ｇ)＝ ( Ｉ１ｇ＋Ｉ２ｘ)⊗( Ｉ３ｇ＋Ｉ４ｘ)＋( Ｉ３ｇ＋Ｉ４ｘ)⊗( Ｉ１ｇ＋Ｉ２ｘ)＝ ２Ｉ１Ｉ３ｇ⊗ｇ＋
( Ｉ１Ｉ４＋Ｉ２Ｉ３)ｇ⊗ｘ＋( Ｉ１Ｉ４＋Ｉ２Ｉ３)ｘ⊗ｇ＋２Ｉ２Ｉ４ｘ⊗ｘꎬΔＮ２(ｘ)＝ Ｉ３ΔＮ(ｇ)＋Ｉ４ΔＮ(ｘ)＝
Ｉ３Δ( Ｉ１ｇ＋Ｉ２ｘ)＋Ｉ４Δ( Ｉ３ｇ＋Ｉ４ｘ)ꎬ( Ｉ１Ｉ３＋Ｉ３Ｉ４)ｇ􀱋ｇ＋( Ｉ２Ｉ３＋Ｉ２４)ｇ􀱋ｘ＋( Ｉ２Ｉ３＋Ｉ２４)ｘ􀱋ｇꎬ

(Ｎ⊗ｉｄ)ΔＮ(ｘ)＋( ｉｄ⊗Ｎ)ΔＮ(ｘ)＝ (Ｎ⊗ｉｄ)( Ｉ３ｇ⊗ｇ＋Ｉ４ｇ⊗ｘ＋Ｉ４ｘ⊗ｇ)üþ ýï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ＋( ｉｄ⊗Ｎ)( Ｉ３ｇ⊗ｇ＋Ｉ４ｇ⊗ｘ＋Ｉ４ｘ⊗ｇ)＝

Ｉ１Ｉ３＋Ｉ３Ｉ４)ｇ􀱋ｇ＋Ｉ１Ｉ４ｇ􀱋ｇｘ＋( Ｉ２Ｉ３＋Ｉ２４)ｘ􀱋ｇ＋Ｉ２Ｉ４ｘ􀱋ｘüþ ýï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ＋( Ｉ２Ｉ３＋Ｉ３Ｉ４)ｇ⊗ｇ＋

( Ｉ２Ｉ３＋Ｉ２４)ｇ⊗ｘ＋Ｉ１Ｉ４ｘ⊗ｇ＋Ｉ２Ｉ４ｘ⊗ｘ＝(２Ｉ１Ｉ３＋２Ｉ３Ｉ４)ｇ⊗ｇ＋( Ｉ１Ｉ４＋Ｉ２Ｉ３＋Ｉ２４)ｇ⊗ｘ＋
( Ｉ１Ｉ４＋Ｉ２Ｉ３＋Ｉ２４)ｘ⊗ｇ＋２Ｉ２Ｉ４ｘ⊗ｘꎬ

则由(５)式ꎬ整理得到如下方程:
Ｉ１Ｉ３ ＝ Ｉ３Ｉ４ꎬＩ２Ｉ３ ＝ ０ꎬ

如果 Ｉ３ ＝ ０ꎬ则上面方程成立ꎬ故 Ｉ２ ＝ Ｉ３ ＝ ０ꎬ即ꎬＮ(ｇ)＝ Ｉ１ｇꎬＮ(ｘ)＝ Ｉ４ｘ.
如果 Ｉ３≠０ꎬ则由 Ｉ１Ｉ３ ＝ Ｉ３Ｉ４ 知:Ｉ１ ＝ Ｉ４ꎬ即ꎬＮ(ｇ)＝ Ｉ１ｇꎬＮ(ｘ)＝ Ｉ３ｇ＋Ｉ１ｘ. 故有

命题 ２.１０　 由上述余代数 Ｃ构造的 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 算子ꎬ有如下两种情况:
Ｎ(ｇ)＝ ｍｇꎬＮ(ｘ)＝ ｎｘꎬ

或者

Ｎ(ｇ)＝ ｍｇꎬＮ(ｘ)＝ ｎｇ＋ｍｘꎬ
式中ꎬｍꎬｎ∈Ｋ.

下面ꎬ将在以{ｕꎬｖ}为基的三角余代数 Ｃ上构造 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 算子ꎬ即ꎬ构造三角余代数 Ｃ 上的 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ
映射.

设 Ｃ 是一个三角余代数ꎬ它的余乘法映射和余单位映射分别为

Δ(ｕ)＝ ｕ⊗ｖ＋ｖ⊗ｕꎬΔ(ｖ)＝ ｖ⊗ｖ－ｕ⊗ｕꎬ
ε(ｕ)＝ ０ꎬε(ｖ)＝ １ꎬ

并设

Ｎ(ｕ)＝ Ｉ１ｕ＋Ｉ２ｖ
Ｎ(ｖ)＝ Ｉ３ｕ＋Ｉ４ｖ

{ ꎬ

是 Ｃ上的 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 算子ꎬ其中 Ｉ ｊ∈Ｋꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４. 取 ｃ＝ｕꎬ须有

(Ｎ⊗Ｎ)Δ(ｕ)＝ (Ｎ⊗Ｎ)(ｕ⊗ｖ＋ｖ⊗ｕ)＝ Ｎ(ｕ)⊗Ｎ(ｖ)＝ ２Ｉ１Ｉ３ｕ⊗ｕ＋(Ｉ１Ｉ４＋Ｉ２Ｉ３)ｕ⊗ｖ＋(Ｉ１Ｉ４＋Ｉ２Ｉ３)ｖ⊗ｕ＋２Ｉ２Ｉ４ｖ⊗ｖꎬ
ΔＮ２(ｕ)＝ Ｉ１ΔＮ(ｕ)＋Ｉ２ΔＮ(ｖ)＝ Ｉ１Δ( Ｉ１ｕ＋Ｉ２ｖ)＋Ｉ２Δ( Ｉ３ｕ＋Ｉ４ｖ)＝ ( Ｉ２１＋Ｉ２Ｉ３)Δ(ｕ)＋( Ｉ１Ｉ２＋Ｉ２Ｉ４)Δ(ｖ)＝

－( Ｉ１Ｉ２＋Ｉ２Ｉ４)ｕ􀱋ｕ＋( Ｉ２１＋Ｉ２Ｉ３)ｕ􀱋ｖ＋( Ｉ２１＋Ｉ２Ｉ３)ｖ􀱋ｕ＋( Ｉ１Ｉ２＋Ｉ２Ｉ４)ｖ􀱋ｖꎬ
(Ｎ⊗ｉｄ)ΔＮ(ｕ)＋( ｉｄ⊗Ｎ)ΔＮ(ｕ)＝ (Ｎ⊗ｉｄ)( Ｉ１ｕ⊗ｖ＋Ｉ１ｖ⊗ｕ＋Ｉ２ｖ⊗ｖ－Ｉ２ｕ⊗ｕ)＋( ｉｄ⊗Ｎ)( Ｉ１ｕ⊗ｖ＋

Ｉ１ｖ⊗ｕ＋Ｉ２ｖ⊗ｖ－Ｉ２ｕ⊗ｕ)＋( ｉｄ􀱋Ｎ)( Ｉ１ｕ􀱋ｖ＋Ｉ１ｖ􀱋ｕ＋Ｉ２ｖ􀱋ｖ－Ｉ２ｕ􀱋ｕ)＝ ( Ｉ１Ｉ３－Ｉ１Ｉ２)ｕ􀱋ｕ＋

—５—
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( Ｉ２１＋Ｉ２Ｉ３)ｖ􀱋ｕ＋( Ｉ１Ｉ２＋Ｉ２Ｉ４)ｖ􀱋ｖ＝(２Ｉ１Ｉ２－２Ｉ１Ｉ２)ｕ􀱋ｕ＋( Ｉ２１＋Ｉ２Ｉ３＋
Ｉ１Ｉ４－Ｉ２２)ｕ􀱋ｖ＋( Ｉ２１＋Ｉ２Ｉ３＋Ｉ１Ｉ４－Ｉ２２)ｖ􀱋ｕ＋(２Ｉ１Ｉ２＋２Ｉ２Ｉ４)ｖ􀱋ｖꎬ

则由(５)式ꎬ整理得到如下方程:
Ｉ２Ｉ４ ＝ Ｉ１Ｉ２ꎬＩ２Ｉ３ ＝ －Ｉ２２ꎬ

再取 ｃ＝ ｖꎬ须有

(Ｎ⊗Ｎ)Δ(ｖ)＝ (Ｎ⊗Ｎ)(ｖ⊗ｖ－ｕ⊗ｕ)＝ Ｎ(ｖ)⊗Ｎ(ｖ)－Ｎ(ｕ)⊗Ｎ(ｕ)＝ ( Ｉ２３－Ｉ２１)ｕ􀱋ｖ＋
( Ｉ３Ｉ４－Ｉ１Ｉ２)ｖ􀱋ｕ＋( Ｉ２４－Ｉ２２)ｖ􀱋ｖꎬ

ΔＮ２(ｖ)＝ Ｉ３ΔＮ(ｕ)＋Ｉ４ΔＮ(ｖ)＝ Ｉ３Δ( Ｉ１ｕ＋Ｉ２ｖ)＋Ｉ４Δ( Ｉ３ｕ＋Ｉ４ｖ)＝ (－Ｉ２Ｉ３－Ｉ２４)ｕ􀱋ｕ＋
( Ｉ１Ｉ３＋Ｉ３Ｉ４)ｕ􀱋ｖ＋( Ｉ１Ｉ３＋Ｉ３Ｉ４)ｖ􀱋ｕ＋( Ｉ２Ｉ３＋Ｉ２４)ｕ􀱋ｖꎬ

(Ｎ⊗ｉｄ)ΔＮ(ｖ)＋( ｉｄ⊗Ｎ)ΔＮ(ｖ)＝ (Ｎ⊗ｉｄ)( Ｉ３ｕ⊗ｖ＋Ｉ３ｖ⊗ｕ＋Ｉ４ｖ⊗ｖ－Ｉ４ｕ⊗ｕ)＋( ｉｄ⊗Ｎ)( Ｉ３ｕ⊗ｖ＋Ｉ３ｖ⊗ｕ＋
Ｉ４ｖ⊗ｖ－Ｉ４ｕ⊗ｕ)＝ ( Ｉ２３－Ｉ１Ｉ４)ｕ􀱋ｕ＋( Ｉ１Ｉ３＋Ｉ３Ｉ４)ｕ􀱋ｖ＋( Ｉ３Ｉ４－Ｉ２Ｉ４)ｖ􀱋ｕ＋( Ｉ２Ｉ３＋Ｉ２４)ｖ􀱋ｖ＝
(２Ｉ２３－２Ｉ１Ｉ４)ｕ􀱋ｕ＋( Ｉ１Ｉ３＋２Ｉ３Ｉ４－Ｉ２Ｉ４)ｕ􀱋ｕ＋( Ｉ１Ｉ３＋２Ｉ３Ｉ４－Ｉ２Ｉ４)ｖ􀱋ｕ＋(２Ｉ２Ｉ３＋２Ｉ２４)ｖ􀱋ｖꎬ

则由(５)式ꎬ整理得到如下方程:
Ｉ１Ｉ２ ＝ Ｉ２Ｉ４ꎬＩ２Ｉ３ ＝ －Ｉ２２ꎬＩ２１＋Ｉ２３＋Ｉ２４ ＝ ２Ｉ１Ｉ４－Ｉ２Ｉ３ꎬ

如果 Ｉ２ ＝ ０ꎬ则由 Ｉ２１＋Ｉ２３＋Ｉ２４ ＝ ２Ｉ１Ｉ４－Ｉ２Ｉ３ 知:( Ｉ１－Ｉ４) ２＋Ｉ２３ ＝ ０ꎬ故 Ｉ１ ＝ Ｉ４ꎬＩ３ ＝ ０ꎬ即ꎬＮ(ｕ)＝ Ｉ１ｕꎬＮ(ｖ)＝ Ｉ１ｖ.
如果 Ｉ２≠０ꎬ则由 Ｉ１Ｉ２ ＝ Ｉ２Ｉ４ 知:Ｉ１ ＝ Ｉ４ . 再由 Ｉ２Ｉ３ ＝ －Ｉ２２ 知:Ｉ２ ＝ －Ｉ３ꎬ即ꎬＮ(ｕ)＝ Ｉ１ｕ＋Ｉ２ｖꎬＮ( ｖ)＝ Ｉ１ｖ－Ｉ２ｕ. 在

这种情况下ꎬ显然ꎬＩ２１＋Ｉ２３＋Ｉ２４ ＝ ２Ｉ１Ｉ４－Ｉ２Ｉ３ 也是成立的. 故有

命题 ２.１１　 上述三角余代数 Ｃ 上所构造的 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 算子如下:
Ｎ(ｕ)＝ ｐｕ＋ｑｖꎬＮ(ｖ)＝ ｐｖ－ｑｕꎬ

式中ꎬｐꎬｑ∈Ｋ.

３　 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－余模及其构造

本节ꎬ我们将引入 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－余模的概念ꎬ然后给出 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－余模的一些性质及其

构造.
定义 ３.１　 设 Ｍ是一个左 Ｃ－余模ꎬ如果存在两个线性映射 Ｎ:Ｃ→ＣꎬＴ:Ｍ→Ｍ满足下面条件:

(Ｎ⊗Ｔ)ρ＝( ｉｄ⊗Ｔ)ρＴ＋(Ｎ⊗ｉｄ)ρＴ－ρＴ２ꎬ (７)
则称(ＭꎬＮꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对(左)Ｃ－余模ꎬ如果对任意映射 Ｎ:Ｃ→Ｃꎬ(ＭꎬＮꎬＴ)都是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ
配对 Ｃ－余模ꎬ则称(ＭꎬＴ)是一个泛性 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－余模..

用 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ 记号ꎬ(７)式可以表示为:
Ｎ(ｍ(－１)) ⊗Ｔ(ｍ(０))＝ Ｔ(ｍ) (－１)⊗Ｔ(Ｔ(ｍ) (０))＋Ｎ(Ｔ(ｍ) (－１))⊗Ｔ(ｍ) (０) －Ｔ２(ｍ) (－１)⊗Ｔ２(ｍ) (０) .
这里 ρ(ｍ)＝ ｍ(－１)⊗ｍ(０)∈Ｃ⊗Ｍꎬｍ∈Ｍꎬ其中 ρ为左 Ｃ－余模 Ｍ的结构映射.
设(ＭꎬＮꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－余模ꎬ若 Ｖ是 Ｍ 的一个 Ｃ－子余模ꎬ并满足 Ｔ(Ｖ)⊆Ｖꎬ则(ＶꎬＮꎬ

Ｔ)为一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－余模(以后ꎬ称它为 Ｍ的一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－子余模) .
设(ＭꎬＮꎬＴ)ꎬ(Ｍ′ꎬＮ′ꎬＴ′)均是 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－余模ꎬ若存在一个 Ｃ－余模映射 φ:(ＭꎬＮꎬＴ)→(Ｍ′ꎬ

Ｎ′ꎬＴ′)ꎬ满足 φ 􀳱Ｔ＝Ｔ′ 􀳱φꎬ则称 φ是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－余模映射. 此时ꎬ易证 Ｋｅｒφ 和 Ｉｍφ 分别为 Ｍ 与

Ｍ′的 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－子余模.
例 ３.２　 (１)设(ＣꎬΔꎬＮ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 余代数ꎬ则易证(ＣꎬＮꎬＮ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－余模.
这里余代数 Ｃ通过自身的余乘法映射构成一个左 Ｃ－余模.
(２)设(ＭꎬＮꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－余模ꎬ则可以直接验证(ＭꎬμＮꎬμＴ)也是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对

Ｃ－余模ꎬμ∈Ｋ.
引理 ３.３　 设 Ｍ是一个左 Ｃ－余模ꎬ若存在一个 Ｃ－余模映射 Ｔ:Ｍ→Ｍꎬ则(ＭꎬＴ)是一个泛性 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ

配对 Ｃ－余模.
证明　 由于 Ｔ是一个左 Ｃ－余模映射ꎬ所以对任意一个 Ｋ－线性映射 Ｎ:Ｃ→Ｃꎬ以及对任意 ｍ∈Ｍꎬ有
Ｔ(ｍ) (－１)⊗Ｔ(Ｔ(ｍ) (０))＋Ｎ(Ｔ(ｍ) (－１))⊗Ｔ(ｍ) (０) －Ｔ２(ｍ) (－１)⊗Ｔ２(ｍ) (０)＝ ｍ(－１)⊗Ｔ２(ｍ(０))＋

—６—
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Ｎ(ｍ(－１))⊗Ｔ(ｍ(０))－ｍ(－１)⊗Ｔ２(ｍ(０))＝ Ｎ(ｍ(－１))⊗Ｔ(ｍ(０)) .
即ꎬ
Ｎ(ｍ(－１))⊗Ｔ(ｍ(０))＝ Ｔ(ｍ) (－１)⊗Ｔ(Ｔ(ｍ) (０))＋Ｎ(Ｔ(ｍ) (－１))⊗Ｔ(ｍ) (０) －Ｔ２(ｍ) (－１)⊗Ｔ２(ｍ) (０)ꎬ
故(ＭꎬＴ)是一个泛性 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－余模.
命题 ３.４　 设(ＭꎬＮꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－余模ꎬ若存在一个 Ｃ－余模同构映射 φ:Ｍ→Ｍꎬ则(Ｍꎬ

Ｎꎬφ－１Ｔφ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－余模. 这里 φ－１为余模同构映射 φ的逆映射.
证明　 由 φ是 Ｃ－余模同构映射知:φ－１也是 Ｃ－余模映射ꎬ即ꎬρφ－１ ＝( ｉｄ⊗φ－１)ρꎬ因此

(Ｎ⊗φ－１Ｔφ)ρ＝(Ｎ⊗ｉｄ)( ｉｄ⊗φ－１Ｔ)( ｉｄ⊗φ)ρ＝(Ｎ⊗ｉｄ)( ｉｄ⊗φ－１Ｔ)ρφ＝
(Ｎ⊗φ－１Ｔ)ρφ(Ｎ⊗ｉｄ＋ｉｄ⊗φ－１Ｔφ)ρφ－１Ｔφ－ρ(φ－１Ｔφ) ２ ＝

(Ｎ⊗ｉｄ＋ｉｄ⊗φ－１Ｔφ)( ｉｄ⊗φ－１)ρＴφ－( ｉｄ⊗φ－１)ρＴ２φ＝(Ｎ⊗φ－１＋ｉｄ⊗φ－１Ｔ)ρＴφ－( ｉｄ⊗φ－１)ρＴ２φ＝
( ｉｄ⊗φ－１)(Ｎ⊗ｉｄ＋ｉｄ⊗Ｔ)ρＴφ－( ｉｄ⊗φ－１)ρＴ２φ＝( ｉｄ⊗φ－１)((Ｎ⊗ｉｄ)ρＴ＋( ｉｄ⊗Ｔ)ρＴ－ρＴ２)üþ ýï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï φ＝

( ｉｄ⊗φ－１)(Ｎ⊗Ｔ)ρφ＝(Ｎ⊗φ－１Ｔ)ρφ.
故

(Ｎ⊗φ－１Ｔφ)ρ＋ρ(φ－１Ｔφ) ２ ＝(Ｎ⊗ｉｄ＋ｉｄ⊗φ－１Ｔφ)ρφ－１Ｔφꎬ
即ꎬ(ＭꎬＮꎬφ－１Ｔφ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－余模.

命题 ３.５　 设 Ｍ是一个 Ｃ－余模ꎬＴ:Ｍ→Ｍ 是一个幂等的满射ꎬ则(ＭꎬｉｄꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－
余模.

证明　 因为 Ｔ是一个满射ꎬ所以对任意 ｍ∈Ｍꎬ存在一个元素 ｎ∈Ｍꎬ使得 ｍ＝Ｔ(ｎ)ꎬ故由 Ｔ是幂等知:
( ｉｄ⊗Ｔ)ρ(ｍ)＝ ( ｉｄ⊗Ｔ)ρ(Ｔ(ｎ))＝ ( ｉｄ⊗Ｔ)ρ(Ｔ２(ｎ))＝ ( ｉｄ⊗Ｔ)ρ(Ｔ(ｍ))ꎬ

( ｉｄ⊗Ｔ)ρ(ｍ)＝ ( ｉｄ⊗Ｔ)ρ(Ｔ(ｍ))＝ ( ｉｄ⊗ｉｄ)ρＴ(ｍ)＋( ｉｄ⊗Ｔ)ρＴ(ｍ)－ρＴ(ｍ)＝
( ｉｄ⊗ｉｄ)ρＴ(ｍ)＋( ｉｄ⊗Ｔ)ρＴ(ｍ)－ρＴ２(ｍ)ꎬ

因此ꎬ(ＭꎬｉｄꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－余模.
命题 ３.６　 设 Ｍ是一个 Ｃ－余模ꎬ如果存在两个线性算子 Ｎ:Ｃ→ＣꎬＴ:Ｍ→Ｍꎬ则下面结论成立.
(１)若 Ｔ２ ＝ ０ꎬ则(ＮꎬＴ)是 Ｃ－余模 Ｍ上的一组 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对算子ꎬ当且仅当(ＮꎬＴ)是 Ｃ－余模 Ｍ上的

一组权重为 ０ 的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 配对算子ꎻ
(２)若 Ｔ２ ＝Ｔꎬ则(ＮꎬＴ)是 Ｃ－余模 Ｍ上的一组 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对算子ꎬ当且仅当(ＮꎬＴ)是 Ｃ－余模 Ｍ上的

一组权重为－１ 的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 配对算子.
证明　 (１)如果 Ｔ２ ＝ ０ 时ꎬ则由 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－余模定义知ꎬ结论是成立的.
(２)设 Ｔ２ ＝Ｔꎬ如果(ＮꎬＴ)是 Ｃ－余模 Ｍ上的一组 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对算子ꎬ则

(Ｎ⊗Ｔ)ρ＝( ｉｄ⊗Ｔ)ρＴ＋(Ｎ⊗ｉｄ)ρＴ－ρＴꎬ
即ꎬ(ＮꎬＴ)是 Ｃ－余模 Ｍ上的一组权重为－１ 的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 配对算子.

反之ꎬ同理证明.
命题 ３.７　 设 Ｍ是一个 Ｃ－余模ꎬ如果 Ｍ 有一个 Ｃ－余模直和分解ꎬ则存在一个幂等的 Ｃ－余模映射

Ｔ:Ｍ→Ｍꎬ使得(ＭꎬＴ)是一个泛性 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－余模.
证明　 假设存在 Ｍ的一个 Ｃ－余模直和分解 Ｍ＝Ｍ１􀱇Ｍ２ꎬ这里 Ｍ１ꎬＭ２是 Ｍ的子余模ꎬ令 Ｔ(ｍ)＝ (ｍ１＋

ｍ２)＝ ｍ１∈Ｍ１ꎬ其中 ｍ＝ｍ１＋ｍ２∈Ｍꎬ故 Ｔ是幂等的ꎬ并且对任意 ｍ∈Ｍꎬ有
( ｉｄ⊗Ｔ)ρ(ｍ)＝ ( ｉｄ⊗Ｔ)ρ(ｍ１＋ｍ２)＝ ｍ１(－１)􀱋Ｔ(ｍ１(０) ＋ｍ２(－１)􀱋Ｔ(ｍ２(０))＝ ｍ１(－１)􀱋ｍ１(０)＝ ρ(ｍ１)＝ ρＴ(ｍ)ꎬ

即ꎬＴ是一个 Ｃ－余模映射ꎬ故由引理 ３.３ 知:(ＭꎬＴ)是一个泛性 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－余模.
下面ꎬ由双代数及其余积分ꎬＨｏｐｆ 模和重模构造 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｃ－余模.
命题 ３.８　 设 Ｈ是一个双代数ꎬ(Ｖꎬρｖ)ꎬ(Ｗꎬρｗ)是两个 Ｈ－余模ꎬ如果存在一个线性映射 Ｎ:Ｈ→Ｈ 以

及存在两个幂等的 Ｈ－余模映射 ＴＶ:Ｖ→ＶꎬＴＷ:Ｗ→Ｗꎬ使得(ＶꎬＮꎬＴＶ)ꎬ(ＷꎬＮꎬＴＷ)是 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ－余
模ꎬ则(Ｖ⊗ＷꎬＮꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ－余模.

这里 Ｖ⊗Ｗ的 Ｈ－余模结构映射定义为

ρ′Ｖ⊗Ｗ:Ｖ⊗Ｗ→Ｈ⊗Ｖ⊗Ｗꎬρ′Ｖ⊗Ｗ(ｖ⊗ｗ)＝ ｖ(－１)ｗ(－１)⊗ｖ(０)⊗ｗ(０) .
并且线性映射 Ｔ:Ｖ⊗Ｗ→Ｖ⊗Ｗ定义为

—７—
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Ｔ(ｖ⊗ｗ)＝ ＴＶ(ｖ)⊗ＴＷ(ｗ) .
证明　 首先ꎬ由文[１３]知:(Ｖ⊗Ｗꎬρ′Ｖ⊗Ｗ)是一个左 Ｈ－余模ꎬ并对任意 ｖ∈Ｖꎬｗ∈Ｗꎬ有
(Ｎ⊗Ｔ)ρ′Ｖ⊗Ｗ(ｖ⊗ｗ)＝ (Ｎ⊗Ｔ)(ｖ(－１)ｗ(－１)⊗ｖ(０)⊗ｗ(０))＝ (Ｎ(ｖ(－１)ｗ(－１))⊗ＴＶ(ｖ(０))⊗ＴＷ(ｗ(０))ꎬ

(Ｎ⊗ｉｄ＋ｉｄ⊗Ｔ)ρ′Ｖ⊗ＷＴ(ｖ⊗ｗ)＝ (Ｎ⊗ｉｄ＋ｉｄ⊗Ｔ)ρ′Ｖ⊗Ｗ(ＴＶ(ｖ)⊗ＴＷ(ｗ))＝
(Ｎ⊗ｉｄ＋ｉｄ⊗Ｔ)(ｖ(－１)ｗ(－１)⊗ＴＶ(ｖ(０))⊗ＴＷ(ｗ(０)))＝

(Ｎ(ｖ(－１)ｗ(－１))⊗ＴＶ(ｖ(０))⊗ＴＷ(ｗ(０))＋ｖ(－１)ｗ(－１)⊗ＴＶ(ｖ(０))⊗ＴＷ(ｗ(０))ꎬ
ρＴ２(Ｖ⊗Ｗ)＝ ρＴ(Ｖ⊗Ｗ)＝ ρ(ＴＶ(ｖ)⊗ＴＷ(ｗ))＝ ＴＶ(ｖ) (－１)ＴＷ(ｗ) (－１)⊗ＴＶ(ｖ) (０)⊗ＴＷ(ｗ) (０)＝

ｖ(－１)ｗ(－１)⊗ＴＶ(ｖ) (０)⊗ＴＷ(ｗ) (０)ꎬ
故ꎬ(Ｖ⊗ＷꎬＮꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ－余模.

命题 ３.９　 设 Ｈ是一个双代数ꎬＭ是一个 Ｈ－余模ꎬ若存在一个左 Ｈ－余模映射 Ｔ:Ｍ→Ｍꎬ则(ＭｃｏＨꎬＴ)是
一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ－余模.

这里

ＭｃｏＨ ＝{ｍ∈Ｍ ｜ ρ(ｍ)＝ １Ｈ⊗ｍ}ꎬ
证明　 由 ＭｃｏＨ的定义ꎬ不难证明:ＭｃｏＨ是一个 Ｈ－余模. 由于 Ｔ 是一个 Ｈ－余模映射ꎬ所以对任意 ｍ∈

ＭｃｏＨꎬ有
ρ(Ｔ(ｍ))＝ ( ｉｄ⊗Ｔ)ρ(ｍ)＝ ( ｉｄ⊗Ｔ)(１Ｈ⊗ｍ)＝ １Ｈ⊗Ｔ(ｍ)ꎬ

即ꎬＴ(ｍ)∈ＭｃｏＨꎬ故对任意线性映射 Ｎ:Ｈ→Ｈꎬ
(Ｎ⊗ｉｄ)ρ(Ｔ(ｍ))＋( ｉｄ⊗Ｔ)ρ(Ｔ(ｍ))－ρ(Ｔ２(ｍ))＝ (Ｎ⊗ｉｄ)(１Ｈ⊗Ｔ(ｍ))＋

( ｉｄ⊗Ｔ)(１Ｈ⊗Ｔ(ｍ))－(１Ｈ⊗Ｔ２(ｍ))＝ (Ｎ⊗Ｔ)ρ(ｍ)ꎬ
即ꎬ

(Ｎ⊗Ｔ)ρ(ｍ)＋ρ(Ｔ２(ｍ))＝ (Ｎ⊗ｉｄ)ρ(Ｔ(ｍ))＋( ｉｄ⊗Ｔ)ρ(Ｔ(ｍ))ꎬ
因此ꎬ(ＭｃｏＨꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ－余模.

设 Ｈ是一个双代数ꎬ如果存在一个元素 λ使得对任意 ｆ∈Ｈ∗ꎬ满足:ｆλ＝εＨ∗( ｆ)λꎬ则称 λ为 Ｈ∗的一个

左余积分.
进一步ꎬ如果左余积分 λ满足 εＨ∗(λ)＝ １ꎬ则称 Ｈ 是一个余半单双代数. 在这种情况下ꎬ左余积分 λ

满足 λ(１Ｈ)＝ １ 且 λ２ ＝λ.
命题 ３.１０　 设 Ｈ是一个具有非零左余积分 λ 的余半单双代数ꎬＭ 是一个 Ｈ－余模ꎬ定义如下线性

映射:
Ｎ:Ｈ→ＨꎬＮ(ｈ)＝ λ(ｈ(１))ｈ(２)ꎬＴ:Ｍ→ＭꎬＴ(ｍ)＝ λ(ｍ(－１))ｍ(１)ꎬ

则(ＭꎬＮꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ－余模.
证明　 由于 λ为 Ｈ∗中的一个左余积分ꎬ不难证明:Ｔ２(ｍ)＝ Ｔ(ｍ) . 再由文[１２ꎬ命题 ４.１]知:(ＭꎬＮꎬ

Ｔ)是一个权重为－１ 的 Ｒｏｔａ￣Ｂａｘｔｅｒ 配对 Ｈ－余模ꎬ故由命题 ３.６ 知:(ＭꎬＮꎬＴ)是一个 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ－
余模.

命题 ３.１１　 设 Ｈ 是一个 Ｈｏｐｆ 代数ꎬＭ 是一个 Ｈ－Ｈｏｐｆ 模ꎬ定义一个线性映射 Ｔ:Ｍ→ＭꎬＴ(ｍ) ＝
Ｓ(ｍ(－１))􀅰ｍ(０)ꎬ则(Ｔ(Ｍ)ꎬＴ)是一个泛性 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ－余模.

证明　 由于 Ｍ是一个 Ｈ－Ｈｏｐｆ 模ꎬ所以不难证明:Ｔ２ ＝Ｔ. 另外ꎬ由于对任意 Ｔ(ｍ)∈Ｔ(Ｍ)ꎬ
ρ(Ｔ(ｍ))＝ １Ｈ⊗Ｔ(ｍ)ꎬ

所以 Ｔ(Ｍ)是一个 Ｈ－余模ꎬ故 Ｔ 是一个 Ｈ－余模映射. 因此ꎬ由引理 ３.３ 知:(Ｔ(Ｍ)ꎬＴ)是一个泛性

Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对 Ｈ－余模.
命题 ３.１２　 设 Ｈ 是一个双代数ꎬ０≠ｅ∈ＨꎬＭ 是一个左ꎬ右 Ｈ－重模ꎬ定义一个线性映射 Ｔ:Ｍ→Ｍꎬ

Ｔ(ｍ)＝ ｅ􀅰ｍꎬ则(ＭꎬＴ)是一个泛性 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对右 Ｈ－余模.
证明　 由于 Ｍ是一个左ꎬ右 Ｈ－重模ꎬ所以对任意 ｍ∈Ｍꎬ有

(Ｔ⊗ｉｄ)ρ(ｍ)＝ Ｔ(ｍ(０))⊗ｍ(１)＝ ｅ􀅰ｍ(０)⊗ｍ(１)＝ ρ(ｅ􀅰ｍ)＝ ρＴ(ｍ)ꎬ
故 Ｔ是一个右 Ｈ－余模映射ꎬ故由引理 ３.３ 知:(ＭꎬＴ)是一个泛性 Ｎｉｊｅｎｈｕｉｓ 配对右 Ｈ－余模.

—８—
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