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随机能量多覆盖问题

曹梦涵，丁红林*

（云南大学数学与统计学院，昆明 650504）

摘要：该文研究随机能量多覆盖问题：给定一些用户和基站，以及几种可能发生的场景和每种场景发生的概率，每种场

景下需要被覆盖的用户以及覆盖次数需求已知，不同场景的用户集需要使用不同的信号覆盖，每个基站发射信号消耗的能量

都满足一个能量方程。其目标是要为每一个基站确定发射信号的类型及其覆盖半径，满足所有场景中需要被覆盖用户的覆盖

次数需求，并且期望消耗能量总和达到最小。该问题是最小能量覆盖问题的一种推广形式，具有两阶段随机优化问题中的有

限场景特征，与点覆盖和集合覆盖等经典优化问题关系密切。利用点覆盖与集合覆盖问题中的“度权”函数与“分层”策

略，把问题实例中每个圆盘的权重分解为一系列度权，分而治之地优先选择各场景中度权较小的圆盘，运用该策略设计出求

解随机能量多覆盖问题的一个多项式时间近似算法。
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The stochastic power multi-coverage problem
CAO Menghan and DING Honglin*

(School of Mathematics and Statistics, Yunnan University, Kunming 650504, China)

Abstract:  This  paper  studies  the  stochastic  power  multi-coverage  problem:  Given  some  users  and  base
stations, as well as several possible scenarios and the probability of each scenario occurring, the users that need to
be covered and the number of times of coverage for each user required in each scenario are known; different signal
coverages  are  needed  for  the  user  sets  in  different  scenarios;  the  power  consumed  by  each  base  station  in
transmitting signal all satisfies the power equation, the objective of the stochastic power multi-coverage problem is
to  determine  the  type  of  transmitted  signal  and  its  coverage  radius  for  each  base  station,  to  meet  the  coverage
requirements for the users in all scenarios and minimize the total expected power consumption. This problem is a
generalization of the minimum power coverage problem and has the characteristic of finite scenarios in two-stage
stochastic  optimization  problems,  closely  related  to  classical  optimization  problems such  as  vertex  cover  and  set
cover. By using the "degree-weighted" function and the "layering" strategy from the vertex cover and the set cover
problems,  the  weight  of  each  disk  in  the  problem instance  are  decomposed  into  a  series  of  degree  weights.  The
algorithm then proceeds by prioritizing the disks with smaller degree weights in each scenario, and this strategy is
employed  to  design  a  polynomial-time  approximation  algorithm for  solving  the  stochastic  power  multi-coverage
problem.

Key  words:  multi-coverage;  stochastic  optimization;  finite  scenario;  degree-weighted  function;
approximation algorithm
 

随着无线传感器网络的快速发展，能量覆盖相

关问题已成为无线传感器网络设计和部署中的一类

重要问题，可用于环境监测、智能农业、建筑监控

等场景，通过在监测区域布置传感器，并把监测到

的大气质量、土壤湿度、烟雾等关键数据传输至中

心节点，以达到实时监测、科学管理的目的。深入

研究并解决能量覆盖相关问题，对延长传感器节点

的电池寿命、降低维护成本以及提高传感器网络的 
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可靠性和稳定性起到重要作用。

除此之外，在基本的能量覆盖问题上增加约束

可以得到很多变形情况，这些变形问题往往与生活

中复杂多变的实际情况相对应。如在许多实际问题

中，需要考虑多场景随机优化[1−2] 的情景，相对于

确定性优化问题来说，随机优化问题是特指带有某

些随机因素的最优化问题，需要通过给定实例的概

率分布来构建不确定模型。相比于确定性组合优化

问题，对随机优化问题的研究更能贴近真实世界环

境。如在应急设施布局优化领域中，需要根据随机

离散场景来模拟不确定需求，通过优化多重覆盖下

最小覆盖水平和期望总成本两个目标，构建应急储

备库多级协同选址多目标模型[3]，对这些问题的深

入研究可帮助人们在更短时间更合理地分配资源。

n

U = {u1,u2, · · · ,un} m

B = {b1,b2, · · · ,bm} ui(1 ⩽

i ⩽ n) b j(1 ⩽ j ⩽ m)

b ∈ B

D = (b,r(D)) b D

r(D) u ∈ U b

r(D) b u

b

p(b) r(D) p(b) =

cr(D)α c > 0 α ⩾ 1

∑
b∈B

p(b)

α =

2

α ⩾ 2

α ⩾ 1

2 > α > 1

α = 1

首先介绍经典的最小能量覆盖问题及其相关研

究进展，具体定义如下：给定 个用户组成的用户

集合 ， 个基站组成的基站集合

，为方便，直接使用符号

和 分别表示位于同一平面上的所

有用户和基站的位置信息。每个基站 发出的信

号能够传输到的区域通常为圆形区域，记为

，简称圆盘，其中基站 为圆盘 的中

心， 表示圆盘的半径。若用户 与基站 之

间的距离不超过 ，则称基站 覆盖用户 。另

外，单位时间内基站 发射信号所消耗的能量

由覆盖半径 决定，并满足能量方程

，其中系数 和衰减系数 为由发射信

号类型确定的常系数。在最小能量覆盖问题中，所

有基站发射的都是同种信号，从而它们均为相同的

常系数。最小能量覆盖问题的目标是要为每个基站

确定一个覆盖半径，使得每个用户至少被一个基站

覆盖，且单位时间内所有基站消耗的总能量

达到最小。在最小能量覆盖问题中，为

保证每一个问题实例都存在可行解，一般假设每个

基站的覆盖半径可以没有限制。文献 [4]针对

的情况设定了一个 9-近似算法。文献 [5]利用原

始对偶技术设计了一个常数近似算法。文献 [6]
证明了当衰减系数满足 时该问题是 NP-难的，

并针对 的情况，利用几何分析给出了一个多

项式时间近似方案。文献 [7]证明了在衰减系数满

足 时，问题也是 NP-难的。文献 [8]利用

平面划分技术针对 的情况设计了一个多项式

时间近似方案。

k ⩽ n α = 2

(12+ε) ε > 0

α ⩾ 1

3α

O(α)

近年来，人们对最小能量覆盖问题的各种变型

或推广形式进行了广泛研究，包括最小能量部分覆

盖问题、奖励收集最小能量覆盖问题、最小能量多

重覆盖问题等。与最小能量覆盖问题相比，最小能

量部分覆盖问题并不要求覆盖所有用户，而是要求

至少覆盖其中 个用户。当衰减系数 时，

文献 [4]设计了一个 -近似算法，其中 为

任意常数。当衰减系数 时，文献 [9]利用原始

对偶方法设计了一个 -近似算法。文献 [10]通过

分析圆盘的几何性质并引入松弛独立集，设计了一

个 -近似算法。

3α

h

(4 ·3α−1+ε)

(5×2α+1)

奖励收集最小能量覆盖问题又是最小能量部分

覆盖问题的推广形式，对于没有被基站覆盖的用户

需要在目标函数中增加相应的惩罚权重，根据惩罚

函数的性质不同，又可以再进一步细分为一些子问

题。文献 [11]基于原始对偶算法设计了一个 -近
似算法求解带惩罚费用的最小能量部分覆盖问题。

对 -奖励收集能量覆盖问题，文献 [12]利用原始对

偶和拉格朗日松弛技术设计了一个 -近似

算法。当惩罚函数为次模函数时，文献 [13]研究

平面上带次模惩罚的最小能量部分覆盖问题，并设

计了一个 -近似算法。

α = 2

d

23.02+63.91(d−1)

(3αdmax)

dmax

4× (27
√

2)α

2× (12 ·9)α

最小能量多覆盖问题是最小能量覆盖问题的另

一种推广形式，在该问题中对每个用户增加了覆盖

次数的最低要求。文献 [14]研究了该问题的一种

特殊情况，其中衰减系数 ，并且所有用户的

覆盖次数要求同为 ，设计了近似比不超过

的近似算法求解。文献 [15]利用

局部比方法设计了一个 -近似算法求解最小

能量多覆盖问题，其中 表示所有用户覆盖次数

的最大值。文献 [16]又设计了一个近似比不超过

的近似算法。文献 [17]改进了此算法，

进一步设计出 -近似算法。文献 [18]
研究了无线传感器网络中最小能量部分多重覆盖问

题，设计了一个多项式时间近似方案（PTAS）。

文献 [19]研究了带软容量的圆盘多覆盖问题，并

设计了一个 4-近似算法。

在随机优化中，两阶段模型是处理不确定型组

合优化问题的一种常用方法，广泛应用于生产和供

应链管理、金融、能源等领域。这种模型将决策过

程分为两个阶段，第一阶段在不确定性因素（如需

求、成本、资源可用性等）实现之前做出决策。在

第一阶段做出决策之后，一些不确定性因素发生，
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O(lgmn)

2(lnn+1)

H(n)

2η η

基于这些已发生的不确定性因素，需要做出第二阶

段的决策，从而把第一阶段的决策扩充为整个两阶

段问题模型的可行解，其目标是使得第一阶段决策

的成本和第二阶段决策的期望成本之和达到最小。

两阶段随机优化模型是一种流行的随机模型，可以

用于解决很多组合优化问题，文献 [20]研究了一

种经典的两阶段随机优化问题模型——随机集合覆

盖问题，他们利用随机集合覆盖问题与集合覆盖问

题之间的关系，证明了该问题存在 -近似算

法求解。文献 [21]设计了一个 -近似算法

求解随机集合覆盖问题。文献 [22]又设计了一个

近似比为 的贪婪算法求解该问题。将随机集合

覆盖问题拓展可得带次模惩罚的随机集合覆盖问

题，文献 [23]利用原始对偶算法针对该问题给出

了 -近似算法，其中 为元素在集合中出现的最大

频率。

受上述问题启发，本文研究带有限场景的随机

最小能量多覆盖问题，简称随机能量多覆盖问题。

首先建立了该问题的整数规划描述，并结合两阶段

模型以及最小能量多覆盖问题的求解策略，设计了

一个近似算法求解此问题。

 1　问题描述

U B k k

n

D = (b,r(D)) j ∈ {1,
2, · · · ,k} p j U j F j

c j α j j u

j du, j u

U0 U0

U0 U0

S = {S 0,S 1, · · · ,S k}
k

S
k∑

j=0

∑
D∈S j

p jc jr(D)α j

随机能量多覆盖问题具体定义如下：给定用户

集 、基站集 ，指定 种可能发生的场景， 以

的某个多项式函数为界。每个基站发射信号形成

圆盘覆盖区域 ，对每个场景

，定义 ,  和 ，由于不同场景的用户具

有不同属性，因此需要适配不同类型的信号，故定

义 和 。场景 中的每个用户 需要被适配信号

覆盖至少 次，每个用户 至多只能被同一基站

发出的同种适配信号覆盖一次。基于已知的概率分

布及覆盖要求，选择一组在后续可能发生的场景中

高概率被覆盖的用户 ，这里 也可能为空集。

根据 中所有用户的属性，可设置一种 中所有

用户都能适配的通用信号，为方便，称为第 0种信

号。在随机能量多覆盖问题中，可行解是一个圆盘

集族 ，这族圆盘能够按照覆盖次

数要求覆盖 个场景中的所有用户，随机能量多覆

盖问题的目标是要寻找一个可行解 ，使得期望消

耗的能量总和 达到最小，具体

符号说明见表 1。
其中值得注意的是在随机能量多覆盖问题中，

S

S j S j ⊆ F j

D = (c(D),r(D)) j c(D)

r(D) j

部分基站允许同时发送通用信号和若干专用信号，

但每种信号也至多只能以某一覆盖半径发射一组，

考虑到各个基站的性能不同，并非每个基站都能发

射所有类型的信号，于是，可行解 中的每个圆盘

集 必须满足 。引入术语“使用圆盘

发射信号 ”表示使用基站 发射

覆盖半径为 的信号 。

 
 

表 1    符号说明
 

符号 说明

U = {u1,u2, · · · ,un} n个用户组成的集合

B = {b1,b2, · · · ,bm} m个基站组成的集合

U0
在后续可能发生的场景中高概率被

覆盖的用户

p j j场景 发生的概率

U j j在场景 中需要被覆盖的用户集

U j(D) D j U j圆盘 发射信号 覆盖的所有

中的用户

c j j在场景 中能量方程的系数

α j j在场景 中能量方程的衰减系数

α∗ =max
{
α j | j = 0,1, · · · ,k

}
k+1表示所有 种信号衰减系数的最大值

du, j u j用户 在场景 中的覆盖要求

dmax, j =max
{
du, j |u ∈ U j

}
U j中所有用户覆盖次数的最大值

dmax =max
{
dmax, j | j = 1,2, · · · ,k

}
所有场景中全部用户覆盖次数的最大值

S j 以基站为中心的圆盘集

S = {S 0,S 1, · · · ,S k} 随机能量多覆盖问题的一个可行解

D = (b,r(D)) r(D) D以基站为中心、半径为 的圆盘

c(D) D圆盘 的中心基站

S ∗ =
{
S ∗0,S

∗
1, · · · ,S

∗
k

}
随机能量多覆盖问题的最优解

I = (U,F,k,d) 随机能量多覆盖问题的一个实例

F j j能发射信号 的基站为中心的圆盘集合

w j(D) = p jc jr(D) D j使用圆盘 发射信号 的期望消耗能量

U j(H j) =
∪

D∈H j U j(D) H j ⊆ F j U j圆盘集 覆盖的所有 中的用户

w j(H j) =
∑

D∈H j
w j(D) H j j中所有圆盘“发射”信号 的期望消耗

能量总和

H j(u) =
{
D ∈ H j |u ∈ U j(D)

}
H j u圆盘集 中覆盖用户 的所有圆盘∣∣∣H j(u)

∣∣∣ H j u圆盘集 覆盖用户 的次数

|H(u)| = |(H∩F0)(u)|+
∣∣∣(H∩F j)(u)

∣∣∣ H u圆盘集 覆盖用户 的次数

 
S ∗ D ∈ S ∗j

j = 0,1, · · · ,k u ∈ U j

D

U j n

j

j n

j F j

另外，对于最优解 中的每个圆盘

（ ），至少存在一个用户 位于该

圆盘的边界上，否则，可以减少圆盘 的半径并使

用半径更小的圆盘覆盖相同用户集，进而得到期望

消耗能量更少的一个可行解，这与最优性矛盾。另

外，每个场景 至多包含所有 个用户。因此，对

于能够发射信号 的每个基站而言，以它为中心并

且发射信号 的圆盘至多只需要考虑 个即可，把需

要考虑的能发射信号 的所有不同圆盘记为 ，显
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F j mn F =∪k
j=1 F j

F kmn

然， 中至多包含 个不同的圆盘。令

表示所有场景中需要考虑的不同圆盘的全

体，那么 中至多包含 个不同的圆盘，注意中

心和半径都相同但发射信号不同的圆盘被视为不同

圆盘。

j = 0,1, · · · ,k D ∈ F u ∈ U j

H j ⊆ F j H ⊆ F

对于随机能量多覆盖问题的一个实例，对任意

信号 ，圆盘 ，用户 ，圆盘集

以及圆盘集 ，继续定义下述符号。

u ∈ U j∩U01）若 ，则：

H(u) =
{
D ∈ H|u ∈ U0(D)∪U j(D)

}
=

(H∩F0)(u)∪ (H∩F j)(u)

du,0 =max
{
du, j|u ∈ U j, j = 1,2, · · · ,k

}
,u ∈ U02）

u ∈ U0 du,0

U0

u ∈ U j d j

u d

d ⩾ du, j u

j ∈ {1,2, · · · ,k} H ⊆ F j

d u ∈ U j H

u d |H(u)| ⩽ d H

H ⊆ F

j d

对每个用户 定义 是为了方便算法中使

用独立集的概念，并非定义一种新场景下的覆盖次

数要求， 也并非实际场景。此外，如果用户

被至少 组通用信号 0或专用信号 覆盖，则

称 被 -覆盖，其中同种信号必须来自不同基站。

进一步，若 ，则称 被完全覆盖。对每个场

景 ，称圆盘集 是场景 中的一个

-独立集，若满足：1）对每个用户 ， 中覆

盖 的圆盘数目不超过 ，即 ；2） 中不

包含中心为同一基站的圆盘，称圆盘集 是场

景 中的一个 -独立集。

k = 1 pk = 1

根据随机能量多覆盖问题的定义可知，当场景

数量 ，概率 时，随机能量多覆盖问题就

变成了最小能量多覆盖问题。由于该问题是 NP-难
的[15]，从而随机能量多覆盖问题也是 NP-难的。若

进一步令所有用户的覆盖次数均一致且都为 1时，

则随机能量多覆盖问题进一步变为最小能量覆盖问

题，这意味着随机能量多覆盖问题也是最小能量覆

盖问题的一种推广形式。同时正是因为最小能量覆

盖问题是随机能量多覆盖问题的一种特殊情况，很

多原本在最小能量覆盖问题中效果较好的方法在该

问题中变得并不适用。

 2　整数规划

j U j u ∈ U j\U0

j F j j

u ∈ U j∩U0

u ∈ U j∩U0 u j

F j

本节进一步给出随机能量多覆盖问题的整数规

划，以便能够更精确地理解问题模型。对每个场景

下的用户集 ，若用户 ，则该用户只能

适配信号 ，即只能使用 中的圆盘发送信号 覆

盖，且一个圆盘至多只能覆盖一次用户 。

若 ，则 能同时适配专用信号 和通用信

号 0，从而既可以使用 中的圆盘发送专用信号

j F0

F j F0

D D j

u D ∈ F j xD

j D

覆盖，也可以使用 中的圆盘发送通用信号 0覆
盖；进一步，若此时圆盘集 与 中存在中心和

半径相同的圆盘 ，则 可同时发射信号 和信号

0覆盖 至多 2次。对任意圆盘 ，用变量

表示发射信号 的圆盘 是否被选入可行解中，即：

xD =

{
1 选择发射信号 j的圆盘D
0 不选择发射信号 j的圆盘D (1)

j = 0,1, · · · ,k F j

j

式中， 。注意，对 中的每个圆盘，

需要发射信号 已被规定为它的固有属性，圆盘记

号中不再标注发射的信号类型。从而，可建立随机

能量多覆盖问题的下述整数线性规划：

min
∑

D:D∈F0

c0r(D)α0 xD+

k∑
j=1

∑
D:D∈F j

p jc jr(D)α j xD∑
D: D∈F0

u∈U0(D)

xD+
∑

D:
D∈F j

u∈U j(D)

xD ⩾ du, j

∀u ∈ U0∩U j, j ∈ {1,2, · · · ,k}
s.t.

∑
D:

D∈F j
u∈U j(D)

xD ⩾ du, j,∀u ∈ U j\U0, j ∈ {1,2, · · · ,k}

∑
D:

D∈F j
c(D)=b

xD ⩽ 1,∀b ∈ B, j ∈ {0,1, · · · ,k}

xD ∈ {0,1},∀ j ∈ {0,1, · · · ,k},D ∈ F (2)

b

j

式中，第 3个约束表示每个基站 至多发射一组信

号 ，排除同一基站发射两种覆盖半径的同类信号

的情况。此外，本文也给出上述整数规划的一个松

弛线性规划，具体描述如下：

min
∑

D:D∈F0

c0r(D)α0 xD+

k∑
j=1

∑
D:D∈F j

p jc jr(D)α j xD∑
D: D∈F0

u∈U0(D)

xD+
∑

D:
D∈F j

u∈U j(D)

xD ⩾ du, j

∀u ∈ U0∩U j, j ∈ {1,2, · · · ,k}
s.t.

∑
D:

D∈F j
u∈U j(D)

xD ⩾ du, j,∀u ∈ U j\U0, j ∈ {1,2, · · · ,k}

∑
D:

D∈F j
c(D)=b

xD ⩽ 1,∀b ∈ B, j ∈ {0,1, · · · ,k}

xD ⩾ 0,∀ j ∈ {0,1, · · · ,k},D ∈ F (3)

 3　近似算法

I = (U,F,k,d)随机能量多覆盖问题的实例 ，在

为各个场景下的用户集确定满足覆盖次数的圆盘集
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U j

F j D

w j(D) w1
j (D),w2

j (D), · · · ,wh
j (D)

S = {S 0,S 1, · · · ,S k}
S ∗ =

{
S ∗

0
,S ∗

1
, · · · ,S ∗

k

}
wi

j
(·) wi

j(S j) ⩽ γwi
j(S
∗
j
) w j(S j) =h∑

i=1

wi
j(S j) ⩽ γ

h∑
i=1

wi
j(S
∗
j
) =γw j(S ∗j ) γ

F0

U j∩U0

dmax, j

时，其决策具有一定的独立性。为了能够找到满足

近似比的圆盘集完全覆盖 中的所有用户，利用

最小点覆盖问题求解算法中的分层策略和度权概

念 [24]，对 中的每个圆盘 ，将其期望消耗能量

分解为一系列度权 。假

设所设计算法输出圆盘集族 ，最

优解为圆盘集族 。若对每个度

权函数 都能证明 ，则

成立，其中 是一

个常数。对每个场景都运用此策略，便可设计出求

解随机能量多覆盖问题的近似算法。另外，圆盘集

中的圆盘也需要将其权重分解为度权，并作为

覆盖 中的用户的候选圆盘。在算法的最后

部分，为了删除发射同种信号的多余同心圆盘，以

及减小圆盘集合的期望消耗能量，利用 -独立

集的概念进一步筛选各圆盘集合中的候选圆盘。算

法具体叙述如下。

算法 1　SPMC
I = (U,F,k,d)输入：实例

S = {S 0,S 1, · · · ,S k}输出：圆盘集族

j := 1 k1: for   to   do
B j := Ø X j := U j\U0 i := 02: 　 ， ，

X j , Ø3: 　while   do

i := i+1, w̄i :=minD:D∈F j\B j

w j(D)∣∣∣U j(D)∩X j
∣∣∣

w̄i Yi

4: 　　令 ，并

　　　 把达到最小比值 的圆盘全体记为

D ∈ F j5: 　　for all   do
w j(D) > 0 wi

j(D) := w̄i
∣∣∣U j(D)∩X j

∣∣∣
w j(D) = 0 wi

j
(D) := 0

6: 　　　若 ，令

　　　　否则，表明 ，令

w j(D) := w j(D)−wi
j(D) Yi

D w j(D)

7: 　　　令 //  中每个圆盘　

　　　 的权重 减小为 0。
8: 　　end for

B j := B j∪Yi9: 　　令

X j := X j\
{
u ∈ X j|u已被B j完全覆盖

}
X j B j

10: 　  令
　　　//删除 被圆盘集 完全覆盖的用户

11: end while
12: end for

B0 := ØX0 := ∪k
j=1

{
u ∈ U j|u未被B j完全覆盖

}
i := 0

13: 令 ，

　   
X0 , Ø14: while   do

i := i+1 w̄i :=minD:D∈D0\B0

w0(D)
|U0(D)∩X0|

w̄i Yi

15: 　  令 ， ，

　　　并把达到最小比值 的圆盘全体记为

D ∈ F016: 　  for all   do
w0(D) > 0 wi

0
(D) := w̄i |U0(D)∩X0|

w0(D) = 0 wi
0
(D) := 0

17: 　   　若 ，令

　　　 　否则，表明 ，令

w0(D) := w0(D)−wi
0(D) Yi

D w0(D)

18: 　  　令 //  中每个圆盘　

　　　　 的权重 减小为 0
19: 　  end for

B0 := B0∪Yi20: 　　令

X0 := X0\
{
u ∈ X0|u已被∪k

j=0B j完全覆盖
}

X0
∪k

j=0 B j

21: 　　令 //
　　　   删除 中被 完全覆盖的用户

22: end while
j := 0 k23: for  to   do

J j := Ø24: 　  令
B j , Ø25: 　  while   do

Dmax, j := argmaxD:D∈B jr(D) B j

Dmax, j

26: 　　   //从当前 中　

　　　　找出半径最大的圆盘记为

J j∪
{
Dmax, j

}
dmax, j27: 　　 if   是 -独立集 then

J j := J j∪
{
Dmax, j

}
28: 　　　 令
29: 　　end if

B j := B j\
{
Dmax, j

}
30: 　　令

31: 　 end while
S j :=

{
D̄ = (c(D),3r(D))|D = (c(D),r(D)) ∈ J j

}
32: 　 
33: end for

S = {S 0,S 1, · · · ,S k}34: Output 圆盘集族

I = (U,F,k,d)

I

U j F j F0 U j\U0

u F j du, j

U j∩U0 u F j

F0

du, j

I

由于判断实例 是否存在可行解是

非常容易的，为了描述简单，算法 1仅考虑可行解

存在的情况。事实上，根据问题的定义以及整数规

划模型，实例 存在可行解，当且仅当每个用户集

和圆盘集 与 满足：1）对 中每个用户

， 中不相同的基站中心数不少于覆盖次数 ；

2）对 中每个用户 ， 中不相同的基站中

心数与 中不相同的基站中心数之和不少于覆盖

次数 。在引理 1中先证明了算法 1确实能够找

到实例 的一个可行解。

I = (U,F,k,d)

引理 1　算法 1能确定随机能量多覆盖问题的

任意实例 的一个可行解。

I = (U,F,k,

d) I

B̄ = {B0,B1, · · · ,Bk} I

U j\U0

u B j U j

U j∩U0

B0 B j∪B0

B j( j = 0,1, · · · ,k)

证明：如上所述，这里只考虑实例

存在可行解的情况。对实例 运用算法 1后，生

成的圆盘集族 必定是 的一个可行

解。因为在可行解存在的前提下， 中的每个

用户 一定会被圆盘集 完全覆盖， 中剩余没有

被完全覆盖的用户一定是 中的用户，在增

加圆盘集 后，这些用户一定会被 完全覆

盖。此时，每个 中可能存在一些同
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B̄ S = {S 0,S 1, · · · ,
S k}

心圆盘，但由于每个场景下可用的基站是充分的，

以保证存在可行解，而算法中的第 10行与第

21行，每个用户只有在被不同基站发射的适配信

号完全覆盖时，才会从集合中删除，故圆盘集族

一定是可行解。下面证明圆盘集族

仍是一个可行解。

u ∈ U j, j = {1,2, · · · ,k}
S j∪S 0 u J j∪ J0

u
∣∣∣(J j∪ J0)(u)

∣∣∣ ⩾ du, j S j∪S 0

u
∣∣∣(J j∪ J0)(u)

∣∣∣ < du, j∣∣∣(J j∪ J0)(u)
∣∣∣ = du, j−1 du, j−1 = t

J j∪ J0 t D j
1,D

j
2, · · · ,D

0
l D0

l+1

D0
l+2, · · · ,D

0
t u t D j

1,D
j
2, · · · ,D

j
l J j ⊆ B j

D0
l+1D0

l+2, · · · ,D
0
t J0 ⊆ B0

0 ⩽ l ⩽ t

B j∪B0 u

B j D j
1,D

j
2, · · · ,D

j
l

u J j D j
0

B0 D0
l+1D0

l+2, · · · ,D
0
t

u J0 D0
t+1

只需对任意用户 ，证明

完全覆盖 即可。当圆盘集 完全覆盖

时，即 ，圆盘集 显然完全

覆盖 。下面讨论 的情况，不妨假

设 ，并令 。那么，圆

盘集 中恰好存在 个圆盘

覆盖 共 次，其中 是

内中心互不相同的圆盘， 是

内中心互不相同的圆盘，并且 。因为圆盘

集 完全覆盖 ，故下述两个情况至少有一个

成立：1） 中存在与 中心互不相同且

覆盖 的圆盘没有被选入 中，记之为 ； 2）

中存在与 中心互不相同且覆盖

的圆盘没有被选入 中，记之为 。下面分两

种情况证明。

B j dmax, j J j D j
1,

D j
2, · · · ,D

j
l u D j

0

J j D j
0 J j

dmax, j J j

D j
0 J j

情况 1　若 中存在与 -独立集 内

中心互不相同且覆盖 的圆盘 没有被选

入 中，这意味着把圆盘 加入 中后，会使其变

为非 -独立集 。那么，在第 25行~31行的迭

代中，当判断圆盘 能否放入 时，下述两种情

况至少有一个会出现。

D j
0 J j

D j
0

D̂ j
0 J j

B j D̂ j
0 D j

0

D j
1,D

j
2, · · · ,D

0
l D0

l+1D0
l+2, · · · ,D

0
t u

J j∪ J0

情况 1（A）　在判断圆盘 能否放入 之

前，已存在一个半径更大且与 相同中心的圆盘

先被放入 中，这是因为迭代过程优先考虑当

前 内半径最大的圆盘。则 可以替代 ，与

一起完全覆盖 ，并且

它们都是 内的圆盘，这与假设矛盾。

D j
0 J j

D j
0 U j u′ , u

J j dmax, j u , u′ ∈ U j

(D j
0),
∣∣∣∣(J j∪

{
D j

0

})
(u′)
∣∣∣∣ ⩾ dmax, j+1

D j
0 dmax, j

u′ D̂ j
1, D̂

j
2, · · · , D̂

j
dmax, j

J j

B j r(D̂ j
i ) ⩾ r(D j

0)

(i = 0,1, · · · ,dmax, j) u,u′ ∈ U j(D
j
0)

情况 1（B）　在判断圆盘 能否放入 时，

放入圆盘 会导致 内另一用户 被当前圆盘

集 覆盖的次数超过 ，这意味着

成立。从而，在考虑

圆盘 之前，已经有 个中心互不相同并且覆

盖用户 的圆盘 被加入 中。因

中半径大的圆盘会被优先考虑，故

成立。又因 ，故它们

2r(D̂ j
0) dmax, j

du, j ⩽ dmax, j
{
D̄ j

i = (c(D̂ j
i ),3r(D̂ j

i ))|i =

1,2, · · · ,dmax, j
}

u
{
D̂ j

1, D̂
j
2, · · · , D̂

j
dmax, j

}
⊆

J j S j ⊇
{
D̄ j

1, D̄
j
2, · · · , D̄

j
dmax, j

}
u

之间的距离不超过 ，再根据 的定义可

知， 也成立。从而

完全覆盖 。因为

，因此，圆盘集 也完全覆

盖 。

B0 dmax,0 J0

D0
l+1D0

l+2, · · · ,D
0
t u

D0
t+1 J0

情  况 2　当 中存在与 -独立集 内

的中心互不相同且覆盖 的圆盘

没有被选入 时，可以按照情况 1的方法直接

得到证明，这里省略具体细节。

u

S = {S 0,S 1, · · · ,S k}
I

综合上述两种情况，并根据用户 的任意性可

知，算法 1输出的圆盘集族 是实

例 的一个可行解，引理 1成立。

S = {S 0,S 1, · · · ,S k}
S ∗ =

{
S ∗

0
,S ∗

1
, · · · ,S ∗

k

}下面继续分析输出解 与最优

解 之间的差距。

(3α
∗ ·dmax)

定理 1　算法 1是求解随机能量多覆盖问题的

-近似算法。

j = 0,1, · · · ,k w j(J j) ⩽ dmaxw j(S ∗j )

B j h

B j D h

w1
j (D),w2

j (D), · · · ,wh
j (D) w j(D) =

h∑
i=1

wi
j(D)

B1
j ,B

2
j , · · · ,Bh

j

B j X1
j ,X

2
j , · · · ,Xh

j

X j Bi
j

D j w j(·)
J j ⊆ B j

J j

wi
j
(·) i ∈ {1,2, · · · ,h}

证明：对 ，先证 。

假设算法中计算圆盘集 时共执行了 次迭代，即

中每个圆盘的 的权重被分解成 个度权

，满足 。对

应地，使用 依次表示每次迭代结束时

圆盘集 的取值，使用 依次表示每次

迭代结束时用户集 的取值。注意每一个 是由

中所有 权重已减至 0的圆盘构成的。根据

算法可知圆盘集 ，故上述度权分解对圆盘集

中的每个圆盘也成立。下面针对每个度权函数

进行证明：任取 ，有：

wi
j(J j) =

∑
D:D∈J j

wi
j(D) =∑

D:D∈J j\Bi−1
j

wi
j(D) =∑

D:D∈J j\Bi−1
j

w̄i

∣∣∣∣U j(D)∩Xi−1
j

∣∣∣∣ =
w̄i

∑
u:u∈Xi−1

j

∣∣∣∣{D ∈ J j\Bi−1
j |u ∈ U j(D)}

∣∣∣∣ ⩽
w̄i

∣∣∣∣Xi−1
j

∣∣∣∣dmax, j ⩽ w̄i

∣∣∣∣Xi−1
j

∣∣∣∣dmax (4)

i

Bi−1
j D w j(D) = 0 wi

j
(D) = 0

式中，第 2个等号成立，是因为在第 次迭代时，

中所有圆盘 的权重 ，故 。

wi
j
(·) F j

S ∗j ⊆ F j S ∗ S ∗j
D wi

j
(D) i ⩽ h

i−1 Xi−1
j

注意度权函数 是定义在整个圆盘集 上

的，而 ，即最优解 的圆盘集 内的每个

圆盘 都有权重 。因迭代次数 ，故在第

次迭代结束时计算出的 必定不是空集。这
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Bi−1
j Xi−1

j

S ∗j Xi−1
j S ∗j\Bi−1

j

Xi−1
j

表明 并不能完全覆盖 中的用户，然而，

必定完全覆盖了 中的用户。因此， 必

定不为空集，并且其中的圆盘必定覆盖 中的每

个用户至少 1次，于是：

wi
j(S
∗
j) =
∑

D:D∈S ∗j
wi

j(D) =∑
D:D∈S ∗j\B

i−1
j

w̄i

∣∣∣∣U j(D)∩Xi−1
j

∣∣∣∣ =
w̄i

∑
u:u∈Xi−1

j

∣∣∣∣{D ∈ S ∗j\Bi−1
j |u ∈ U j(D)}

∣∣∣∣ ⩾ w̄i

∣∣∣∣Xi−1
j

∣∣∣∣ (5)

wi
j(J j) ⩽ w̄i

∣∣∣∣Xi−1
j

∣∣∣∣dmax ⩽ dmaxwi
j(S
∗
j
)

i

综上可得， 。

根据 的任意性可得：

w j(J j) =
h∑

i=1

wi
j(J j) ⩽

h∑
i=1

dmaxwi
j(S
∗
j
) = dmaxw j(S ∗j ) (6)

j
k∑

j=0

w j(J j) ⩽ dmax

∑
j=0

w j(S ∗j )

S = {S 0,S 1, · · · ,
S k} J = {J0, J1, · · · , Jk}

根据 的任意性，有

也成立。又因算法输出的圆盘集族

是通过把圆盘集族 中每个圆盘

的半径扩大至原来的 3倍得到的，再结合能量方程

式 (1)得：

k∑
j=0

w j(S j) ⩽ 3α
∗

k∑
j=0

w j(J j) ⩽ 3α
∗
dmax

k∑
j=0

w j(S ∗j ) (7)

α∗ =max
{
α j| j = 0,1, · · · ,k

}
k+1式中， ，表示所有 种

信号衰减系数的最大值。

 4　应用举例

U = {u1,u2,u3,u4,u5} B = {b1,

b2,b3,b4,b5}
U0 = {u1,u3} B0 = {b5} c0 = 3 α0 = 3 U1 = {u1,u2,

u3,u5} B1 = {b1,b2,b3} p1 = 2/3 c1 = 2 α1 = 2 U2 =

{u3,u4,u5} B2 = {b3,b4} p2 = 1/2 c2 = 1 α2 = 1

d(u1,1) = 2

d(u2,1) = 1 d(u3,1) = 3 d(u5,1) = 2 d(u3,2) = 2 d(u4,

2) = 2 d(u5,2) = 1

为了方便进一步理解算法的步骤，下面给出一

个例子。给定平面上 5个用户点构成的集合

，5个基站构成的集合

以及两个后续可能出现的场景。其中

， ， ， ；

， ， ， ， ；

， ， ， ， 。

另外基站与用户点之间距离如图 1所示。不同用户

点在不同场景下的覆盖需求分别为： ，

， ， ， ，

， ，下面将根据算法 1的步骤，通

过以下 4步来解决这个问题。

X1 = {u2,u5}

w̄1 = 16/3 b1

D1 = D(b1,2) u2,u3

1）首先处理场景 1中的用户， ，

第 1次迭代，通过计算各个圆盘的权重得到

，同时挑选出以 为中心，半径为 2的圆

盘 ，该圆盘能够覆盖用户 ，并更

X1 = {u5} w̄2 = 20/3

b3 D2 = D(b3,3)

u3,u5 X1

X1 = {u5} w̄3 = 28/3

b3 D3 = D(b3,4)

b2 D4,D5

u3,u5 X1 = Ø
B̄1 = {D1,D2,D3,D4,D5}

新 ；第 2次迭代，通过计算得到 ，

挑选出以 为中心，半径为 3的圆盘 ，

该圆盘能够覆盖用户 ，此时更新后的 不

变，仍为 ；第 3次迭代， ，同时

挑选出以 为中心，半径为 4的圆盘 ，

以 为中心，半径为 4的两个圆盘 ，这 3个
圆盘能够覆盖用户 ，在此次迭代后， ，

，迭代结束。
  

u2

u4

u1

u3

u5

S5
S1 S2

S4

S3

1

2

2

2 2
3

3
3

4

4

4

4

5

5

5

6

7

7

图 1    关于随机能量多覆盖的例子
 

X2 = {u4,u5}
w̄1 =

3/4 b3

D6 = D(b3,3) u3,u4,u5

X2 = {u4} w̄2 = 1/4

b3 D7 = D(b3,

2) u3,u4

b3

u4 X2 = {u4} , Ø

b3 D8 B̄2

w̄3 = 3/4 b4

D9 = D(b4,5) u3,

u4,u5 X2 = Ø B̄2 = {D6,D7,D8,D9}

2）对于场景 2中的用户， ，第

1次迭代，通过计算各个圆盘的权重得到

，同时挑选出以 为中心，半径为 3的圆盘

，该圆盘能够覆盖用户 ，更新

；第 2次迭代，通过计算得到 ，

挑选出以 为中心，半径为 2的圆盘

，该圆盘能够覆盖用户 ，但值得注意的是，

由于第 1次和第 2次挑选的圆盘均以 为中心，故

对 来说并不满足 2-覆盖的条件， ，

因此需要继续迭代。且经过计算此次迭代还会挑选

出以 为中心半径为 2的圆盘 放入 中；第

3次迭代 ，挑选出以 为中心，半径为

5的圆盘 ，该圆盘能够覆盖用户

，在此次迭代后 ， ，

迭代结束。

X0 = {u1}
w̄1 = 192 b5

D0 = D(b5,4)

u1 X0 = Ø B̄0 = {D0}

3）接下来处理到目前为止还未被完全覆盖的

用户， ，第 1次迭代，通过计算各个圆盘

的权重得到 ，同时挑选出以 为中心，半

径为 4的圆盘 ，该圆盘能够覆盖用户

，更新 ， ，迭代结束。

B̄ j

B̄0 D0 S 0 = {D(b5,

12)} B̄1

D3 = D(b3,4) J1

D4 {D4∪D3}
D4 J1 D5

4）下面开始处理每次循环中得到的圆盘集 ，

对于 ，由于其包含 1个圆盘 ，故

；对于 ，共包含 4个圆盘，根据其中圆盘半

径大小首先挑选圆盘 进入 ；随后根

据顺序判断圆盘 ，因为 仍为 3-独立集，

故可以将 放入 ；接下来判断 ，由于圆盘
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D5 D4 D5 J1

D1,D2 D1

J1 J1 S 1

J2 = {D9,D6} S 2 = {D(c(D),3r(D))|
D ∈ J2}
S = ∪2

j=0S j

和 中心为同一基站，故无法将 放入 ，随

后可以用同样的方法对 进行判断，将 放入

中，最终将 中圆盘半径扩大 3倍得到 ；用同

样的方法可得 ，

，经过上面的步骤可以输出该实例的可行解

。

 5　结束语

(3α
∗
dmax) α∗ dmax

α

本文深入研究了随机能量多覆盖问题，它在环

境监测、智能农业、建筑监控等领域具有广泛应

用，是最小能量覆盖问题的推广形式，具有两阶段

随机优化问题中的有限场景特征。通过利用“度

权”函数与“分层”策略，把该问题实例中每个圆

盘的权重分解为一系列度权，并分而治之地优先选

择各场景中度权较小的圆盘，最后再筛选出半径较

大、中心不同且足够完全覆盖用户的圆盘。基于此

策略，设计出求解随机能量多覆盖问题的一个多项

式时间 -近似算法， 和 分别为信号衰

减系数 和用户覆盖次数需求的最大值。
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