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连分式在组合数中的相关性质

高 冰 1，  郭晶晶 2，  王向宇 1，  王永娟 1

（1.信息工程大学，河南 郑州 450001； 2.武警士官学校，浙江 杭州 310000）

摘要：通过 Flajolet的连分式组合学理论，研究一般组合数母函数的连分式展开式，一种自然的

想法是考察与 Motzkin 数有代数联系的其他组合数，基于 Motzkin 和 Catalan 格路的研究以及对

Schröder 数和 Delannoy数组合模型的研究，发现 Catalan格路两种不同格路径的转化关系，进而

引出对其他组合数建立适当格路转化的思路，通过利用平面上某些带标签的格路径的母函数与

Stieltjes-Jacobi型连分式等价定理，得出大 Schröder路、小 Schröder路的连分式表达式以及Delan⁃
noy路的连分式在代数方面的一些相关结论。
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Exploration of Continued Fractions in the Application of Combinatorial Numbers
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Abstract: Using Flajolet’s theory of combinatorial species, the study of the continued fraction expansion of 
the generating function for general combinatorial numbers naturally leads to the examination of other 
combinatorial numbers that have algebraic connections with Motzkin numbers. Based on the study of 
Motzkin and Catalan lattice paths, as well as the combinatorial models for Schröder numbers and 
Delannoy numbers, a transformation relationship between two different types of Catalan lattice paths is 
discovered. This leads to the idea of establishing appropriate lattice path transformations for other com⁃
binatorial numbers. By utilizing the equivalence theorem between the generating functions of certain la⁃
beled lattice paths on a plane and the Stieltjes-Jacobi type continued fractions, the continued fraction 
expressions for large Schröder paths, little Schröder paths are derived, and some algebraic conclusions 
related to Delannoy paths are obtained.
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在组合数学领域，连分式作为一种强大的工

具，已经被广泛应用于研究组合数序列的性质。

Flajolet的工作[1]在这方面具有开创性，不仅证明了

Stieltjes-Jacobi 型的普通连分式与 Motzkin 路径的

普通型生成函数之间的等价关系，而且还提出了

多种研究路径，为后续的研究者提供了丰富的思

路。Zhu等[2]利用 Stieltjes-Rogers定理，成功证明广

义欧拉多项式的一般生成函数具有 Jacobi 型连分

式表达式。这项工作不仅扩展了连分式在组合数

学中的应用范围，而且也为理解和计算更复杂的

组合结构提供了新的视角。Lin等[3]在二项欧拉多

项式的研究中，也发现了其一般生成函数的 Jacobi
型连分式表达式。这一发现进一步证实了连分式

在处理特定类型的多项式时的有效性。Guo等[4]则
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利用正交多项式理论，证明了广义有序Bell多项式

的一般生成函数同样具有 Jacobi型连分式表达式。

他们的工作不仅展示了正交多项式理论在组合数

学中的应用，而且也为理解和计算有序Bell多项式

提供了新的工具。Fu等[5]利用 Flajolet的连分式模

型和格路的对称性证明了 Berstel等人提出的开放

问题。Deb等[6]探讨了具有每周期-1权重的分式连

分数，特别是对于具有大量独立统计量的通用生

成函数，每个周期被赋予-1权重时，可以得到一个

非常有意义的连分数。

本文通过Motzkin路径与代数组合数之间的双

射关系，将两类典型组合结构的格路表征纳入Fla⁃
jolet连分式框架的解析体系，实现了路径系统与连

分式系数的同构对应。这种基于符号方法和复解

析技术的转化范式，不仅为路径图系统的递推关

系研究提供了新的分析工具，其揭示的生成函数

与格路权重的内在关联性，更拓展了组合数学中

树结构、排列模式等领域的交叉研究方法。

1　Motzkin路

1.1　Motzkin路定义及表示

定义 1 格路径。在平面直角坐标系中，横坐

标与纵坐标均为整数的点称为平面格点。平面格

路径指的是，从起点到终点仅走平面格点的路，其

中路径的长度是指其所走路的步数。这里只研究

平面格路径，以下简称为格路径。

例 1：图 1 是一条从 (0,0) 到 (3,5) 的格路径，它

由 3 个水平步 c = (1,0) 和 5 个垂直步 u = (0,1) 组
成。由此，上述给定的格路径可以由 3个 c和 5个 u
的序列( )c,u,u,c,u,u,c,u 唯一确定。

在计数组合学中，通过对格路径所走的步做不

同的限制可以得到不同类型的格路径。格路计数

是研究不同类型的格路的数目和性质。本文主要

研究带标号的Motzkin路，下面来介绍Motzkin路。

定义 2 Motzkin路。一条 n阶的 Motzkin路指

的是在平面直角坐标系的第一象限中从坐标原点

(0,0) 出发到点 (n,0 ) 的格路径，其中允许的步法仅

含上步a = (1,1)、下步 b = (1,-1) 和水平步 c = (1,0)，
且不允许走到 x轴下方[7-8]。

例 2:一条 n 阶 Motzkin 路可以用一个含有 n 个

字母的词 u = ( )u1,u2,⋯,un 表示，ui ∈ {a,b,c}，并且

任意 k 长的子序列 ( )u1,u2,⋯,uk  (k ≤ n ) 中，从左至

右依次计数字母 a 的个数总是不小于字母 b 的个

数。对于每一条Motzkin路可以分别对上步a、下步

b和水平步 c赋予权重来记录每一步起始位置的高

度。图2是一条长度为9的带标签的Motzkin路。

令 Mn 表示所有 n阶 Motzkin路的个数，对于任

意一条 n 阶 Motzkin 路 ω，由于起始步只有 a 或 c两
种，所以可以做如下两种讨论：1）若第 1步为水平

步 c时，则此时相当于在 ( )n - 1 阶Motzkin路的第 1
步前面加上一个水平步 c，它的个数等于Mn - 1；2）若
第 1 步为右上步 a 时，总可以找到第一次回到 x 轴

的右下 b 步，也即 Motzkin 路 ω 可以分解为 aω1bω2
的形式，其中 ω1 和 ω2 为两条 Motzkin 路，由此可以

得 出 若 第 1 步 为 a 的 n 阶 Motzkin 路 个 数 为

∑
k = 0

n - 2
Mk Mn - 2 - k，因此证明Motzkin数满足如下的递推

关系式[9]：

Mn = Mn - 1 + ∑
k = 0

n - 2
Mk Mn - 2 - k （1）

式中：n ≥ 2；前 10 项 Motzkin 数为 1、1、2、4、9、21、
51、127、323、835、2 188（参见文献 [10]中的序列

A001006）。

定义 3 Dyck路。一条 2n阶的Dyck路指从坐

标原点 (0,0)出发到点 (2n,0)的格路径，允许的步

法仅含上步 a = (1,1) 和下步 b = (1,-1)，且不允许

走到 x轴下方的格路径。2n阶的Dyck路的个数为

第n个Catalan数[6-7]，有：

Cn = 1
n + 1 ( )2n

n
其中：n ≥ 0；前 10 项 Catalan 数为 1、1、2、5、14、42、
132、429、1 430、4 862（见文献[10]中序列A000108）。

定义 4 大 Schröder 路。半长为 n 的 Schröder
路是从坐标原点 (0,0) 出发到点 (n,n ) 的格路径，其

中允许的步法仅含垂直步 u = (0,1)、水平步 c =

图1　矩形格路径

a0 a0 a1b1 b1b2c0 c2 c2

图2　长度为9的Motzkin 路
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(1,0) 和上步 a = (1,1)，且不允许走到直线 y = x 下

方的格路径。

定义 5 小 Schröder路是指在大 Schröder中不

含上步a = (1,1) 的路[11]。

半长为 n 的 Schröder 路的个数是大 Schröder
数，记作 rn, 大Schröder数的母函数 r ( t ) 满足：

r ( t ) = 1 - t - 1 - 6t + t2
2t

半长为 n的小 Schröder路的个数是小 Schröder
数，记作 sn,小Schröder数的母函数 s ( t ) 满足：

s( t ) = 1 + t - 1 - 6t + t2
4t

其中，前 10项大 Schröder数和小 Schröder数分

别为 1、2、6、22、90、394、1 806、8 558、41 586、206 098
和 1、1、3、11、45、197、903、4 279、20 793、103 049
（见文献[10]中的序列A006318和序列A001003）

定义 6 Delannoy路。Delannoy路指从坐标原

点 (0,0) 出发到点 (n,k ) 的格路径，其中允许的步法

仅含水平步 c = (1,0)、垂直步 u = (0,1) 和上步 a =
(1,1)[12-13]。

根据 Delannoy 路的步法描述，由 (n,k ) 的前一

步有 3种可能的情况，很容易得到Delannoy序列的

递归关系：d (n,k) = d (n,k - 1) + d (n - 1,k - 1) +
d (n - 1,k)，同时，它有如下的母函数[14]：

∑
n,k = 0

∞
D (n,k ) xn yk = 1

1 - x - y - xy

特别的，当 n = k时，Dn = d (n,n)称为第 n个中

心Delannoy数，其母函数为

∑
n = 0

∞
Dntn = 1

1 - 6t + t2
（2）

式中，前 10项Delannoy数为 1、3、13、63、321、1 683、
8 989、48 639、265 729（见 文 献 [10] 中 的 序 列

A001850）。

1.2　形式幂级数的相关介绍

定义 7 形式幂级数。在域 k 上，对于所有系

数 sn ∈ k，序列 ( sn ) n ∈ N 的一个母函数是关于变量 x

的形式幂级数∑
n ∈ N

sn xn。对于所有的 sn ∈ k 形式幂

级数构成一个交换环，记为 k  x [15]。

例3：Motzkin数的母函数为

∑
n ≥ 0

Mn xn = 1 - x - 1 - 2x - 3x2

2x2 =
                      2

1 - x + 1 - 2x - 3x2
=

                      1 + x + 2x 2 + 4x3 + 9x4 + 21x5 + ⋯

    

（3）

且母函数满足：

M ( x) = 1 + xM ( x) + x2 M ( x) 2
（4）

证明：考虑 M ( x) = 1 + xM ( x) + x2 M ( x) 2
两边

xn的系数。在等式两边 x0的系数是1。下面考虑当

n > 0 的情况，由于根据母函数的定义，从而得出

[ xn ] M ( x) = Mn。在 1 + x2 M ( x) 2
中 xn 的系数等于

在M ( x) 2
中的 xn - 2系数，即：∑

k = 0

n - 2
Mk Mn - 2 - k。

且在 xM ( x ) 中 xn 的系数等于M ( x ) 中 xn - 1 的系

数，即：Mn - 1。

综上，得出Mn = Mn - 1 + ∑
k = 0

n - 2
Mk Mn - 2 - k。

由式（1）的成立，从而给出了式（4）的证明。

通过式（4）可以得到式（3）成立。

1.3　连分式的相关介绍

定义 8 （连分式）连分式是满足如下条件的

一 个 有 序 对 序 列 ({an},{bn},{ fn})[16]：1）{an}
∞
0 和

{bn}
∞
0 是两个给定的序列，且 an ≠ 0; 2）{ fn}是通过

下式定义的一个扩充序列：
fn = S0,  n = 0,1,2,⋯

式中：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

S0( )α = s0( )α ,
Sn( )α = Sn - 1( )sn( )α ,
s0( )α = b0 + α,
sn( )α = an

bn + α
,          

    n = 0,1,2,⋯

将其展开即为

b0 + a1
b1 + a2

b2 + a3
b3 + ⋱ 。

an 和 bn 分别为连分式（上式）的第 n 次部分分

子和部分分母，
an

bn
为连分式的第 n 节，fn 为连分式

（上式）的第n次逼近。

定义 9 定义如下形式为 Jacobi 型连分式，简

称 J-连分式：

J ( z ) = 1
1 - c0 z - a0b1 z2

1 - c1 z - a1b2 z2

⋱ 。

每一个 J-连分式都关于变元 z有一个对应的形

式幂级数表达式：

J ( z ) = ∑
n ≥ 0

Rn zn。

式中，Rn 为 Jacobi-Rogers 多项式，由 Rogers 首
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次发现。

定理1 令E[ h ]，h ≥ 0，有以下形式[17-18]：

E[ h ] = 1
1 - c0 - a0|b1

1 - c1 - a1|b2⋱
1 - ch - 1 - ah - 1|bh1 - ch

。

式中，( )u|v w表示 uw-1 v（‘|’表示 u、v、w是不对

称的），有：

1）序列 E[ h ]
h ≥ 0 收敛，且极限定义为下述连分式

的形式：

lim
h → ∞ E[ h ] = 1

1 - c0 - a0|b1
1 - c1 - a1|b2

1 - c2 - a2|b3⋱ 。

2）Motzkin路径集P的特征级数与序列E[ h ]
h ≥ 0 极

限相等：

E (P ) = 1
1 - c0 - a0|b1

1 - c1 - a1|b2
1 - c2 - a2|b3⋱ 。

以上定理是组合学中连分式的核心。由此可

以将 Motzkin 路的形式幂级数展开成连分式的形

式。通过态射和赋值，可以将 Motzkin 路统计量普

通型母函数转化为对应连分式的形式。

2　连分式在Motzkin数中的应用

通过上一节的分析，建立了组合统计量的普

通型母函数与对应连分式的关系，下面给出 Motz⁃
kin数和Catalan数的连分式形式。

2.1　Motzkin 数及连分式表达式

例 4：1）Motzkin 数 Mn 表示长为 n 的 Motzkin 路

数量，其母函数的连分式展开为[16]

∑
n ≥ 0

Mn zn = 1
1 - z - z2

1 - z - z2

⋱ 。

2）Catalan 数 Cn 表示不含水平步的长为 2n 的

路径个数，母函数的连分式展开为

∑
n ≥ 0

Cn zn = 1
1 - 1 ⋅ z - 1 ⋅ z2

1 - 2 ⋅ z - 1 ⋅ z2

⋱ 。

证明：对于 1）定义如下态射μ1：对任意的 j ≥ 0,
令 μ1(aj) = μ1(cj) = z，同时对于任意的 k ≥ 1，令

μ1(bk ) = z，利用定理 1，即可得到 Motzkin 数的母函

数的连分式展开式。

对于 2）而言定义如下态射 μ2：对任意的 j ≥ 0,
令 μ2(aj) = z, μ2(cj) = jz，且对于任意的 k ≥ 1，令

μ2(bk ) = z，同时利用定理 1，即可得到 Catalan 数的

母函数的连分式展开式。

关于 Motzkin 数和 Catalan 数可以得出两者的

母函数分别有如下形式：

∑
n ≥ 0

Mn zn = 1 - z - 1 - 2z - 3z2
2z

和

∑
n ≥ 0

Cn zn = 1 - 1 - 4z
2z

同时Motzkin数与Catalan数有如下的关系：

Mn = ∑
k = 0

ë ûn 2 ( )n
2k

Ck。

3　主要结果

通过构造不同的代数态射对Motzkin数的生成

函数进行变换，可以系统化地推导其母函数的多

重连分式展开形式。本研究以例 4中Motzkin数的

态射结构为基点，通过调整态射组合规则（如路径

步长的约束条件、峰值位置限制等），揭示了受限

Motzkin路径与大小Schröder数之间的深层关联。

3.1　限制的Motzkin数及连分式表达式

性质 1：设 Mi,j 表示从 (0,0) 到 ( i, j ) 且上边界为

h 的 部 分 Motzkin 路 的 个 数 ，则 Mj( z ) 为 序 列

(Mi,j) i,j ≥ 0 的母函数如下式：Mj( z ) = ∑
i = j

∞
Mi,j zi，0 ≤ j ≤

h - 1，有M0 ( z ) 的连分式展开式为

M0 ( z ) = 1
1 - z - z2

1 - z - ⋱
1 - z - z2

1 - z - z2
1 - z 。

证明：定义态射 μ3：对任意的 h - 1 ≥ j ≥ 0，令
μ3(aj) = μ3(cj) = z，任意的 h ≥ k ≥ 1，令 μ (bk ) = z，

利用定理 1，即可得到上边界为 h的部分Motzkin数

的母函数连分式展开式。

性质 2：设 Mn,k 表示所有 n阶 Motzkin 路中包含

了 k 个水平步的格路径的个数，则对于它的母函

数 ∑
n,k ≥ 0

Mn,kuk xn，有：

∑
n,k ≥ 0

Mn,kuk zn = 1
1 - zu - z2

1 - zu - z2

⋱ 。
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证明：只需要对例 4的 1）中的态射添加对水平

步的数量标记，因此引入一个新的变量。定义态

射 μ：对任意的 j ≥ 0,k ≥ 1，令 μ (aj) = μ (bk ) = z 且

令μ (cj) = zu。

利用 Mn,k 的递推关系可以得到上述母函数的

闭公式：

∑
n,k ≥ 0

Mn,kuk zn = 1 + (2 - u ) z - (1 - uz ) 2 - 4z2

2z
。

3.2　Schröder数的性质及连分式表示

Flajolet 的模型中，使用的格路径的基础步仅

允许上步 a = (1,1)、下步 b = (1,-1) 和水平步 c =
(1,0)，同时格路径不允许走到 x 轴的下方。对于

Catalan 数，Stanley 列举了 66 种不同的组合模型进

行解释。

例如，Catalan 数表示对所有 n 阶 Catalan 路径

的个数，这里的 Catalan 路径在平面中从坐标原点

(0,0) 出发到点 (n,0 ) 的格路径，其中允许的步法仅

含水平步 c = (1,0)、垂直步 u = (0,1) 和上步 a =
(1,1) 且不允许走到 y = x的下方。这种步法与定义

3的步法可以建立一个一一映射，从而将上述模型

转换为符合Flajolet构建的连分式展开模型[7-8]。
对于许多组合统计量的格路模型，并不满足

这种基础步法，由此考虑从与 Motzkin数和 Catalan
数相关联的其他组合数出发构建适当的变换，或

建立合适的等价模型[19-20]。
引理 1：构建定义 5 中半长为 n 的小 Schröder

路，从 (0,0) 到 (2n,0 ) 始终保持在 x轴上方且允许的

步集为上步a = (1,1)和下步 b = (1,-1)一一映射。

证明：从 (0,0) 到 (2n,0 ) 的小 Schröder路可以通

过一个限制的 Motzkin 格路来计数，取连续步

(1,i1 ), (1,i2 ),…,(1,i2n )，这与例 2中的长为 2n的词 u =
( )u1,u2,⋯,u2n 形成了一一映射，其中ui ∈ {a,b}，并且

任意 k长的子序列 ( )u1,u2,⋯,uk  (k ≤ 2n ) 中，从左至

右依次计数字母 a 的个数总是不小于字母 b 的个

数；这个词 u 对应于从 (0,0) 到 (n,n ) 的路径，如果

ij = 1，则第 j步是 (1,0)，并且如果 ij = -1，则第 j步是

(-1,0)。
由此，可以利用 Flajolet 构建的几何模型写出

小Schröder数的连分式表达式：

性质 3：小 Schröder 数 sn 表示半长为 n 从坐标

原点 (0,0) 出发到点 (n,n ) 的格路径，其中允许的步

法仅含垂直步 u = (0,1)，水平步 c = (1,0)，且不允许

走到直线 y = x下方的格路径个数，母函数的连分

式展开为

∑
n ≥ 0

sn zn = 1
1 - z

1 - z

1 - z
⋱ 。

证明：定义如下态射 μ：对任意 j ≥ 0,令 μ (aj) =
z, μ (cj) = 0且任意 k ≥ 1，令 μ (bk ) = 1，结合定理 1，
可得小Schröder数母函数的连分式展开式。

推论 1：对于大 Schröder 数，它与 Catalan 数有

如下联系。对于一个 n 阶恰含有 k 个水平步 c 的
Schröder 路，当且仅当它恰含有 (n + k)步，这里有

( )n + k
n - k

种方式选择(n - k)个上步 a，同时移除所有

的上步可以得到一个 k 阶的 Catalan 路，由此得到

( )n + k
k

Ck 恰好等于所有 n阶恰含有 k个水平步 c的

Schröder路的个数，即：rn = ∑
k = 0

n ( )n + k
k

Ck, n ≥ 0。
采用与小 Schröder数同样的方式，可以得到大

Schröder数的连分式展开式，即：

∑
n ≥ 0

rn = 1
1 - x - x

1 - x - x

1 - x - x
⋱ 。

3.3　中心Delannoy数的有关性质

命题 1：中心Delannoy序列∑
n = 0

∞
Dn tn 是下面双变

元有理级数的对角元:
R ( x,y ) = ∑

n,k = 0

∞
D (n,k ) xn yk = 1

1 - x - y - xy
。

证明：首先，始终有
1

1 - x - y - xy
= ∑

i ≥ 0
( x + y +

xy ) 2i成立。有：

R ( x,y ) = 1
1 - x - xy - xy

=
                  ∑

i ≥ 0
( x + y + xy ) i =

                  ∑
i ≥ 0

∑
j ≥ 0( )ij ( x + y ) j( )xy

i - j =

                  ∑
i ≥ 0

∑
j ≥ 0( )ij ∑

k ≥ 0( )j
k

xk yj - k( )xy
i - j: =

                  ∑
m,n ≥ 0

am,n xm yn 。
现在需计算 R ( x,y )的对角元，即形式幂级数

( )DR ( x) =∑
n ≥ 0

an,n xn，在表达式∑
i ≥ 0

∑
j ≥ 0( )ij ∑

k ≥ 0( )j
k

xk yj - k
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( )xy
i - j

中，唯一能使 x 和 y 指数相等的 j、k，应满足

k = j - k，因此 j 为偶数即 j = 2k，随后由 ( )DR ( )x =
∑
i ≥ 0

∑
k ≥ 0( )i

2k ( )2k
k

xi - k可知，上式与式（1）相等。

基于格路径与 Prouhet Thue Morse 序列的研

究[5]，一个自然的问题就是是否可以通过连分式组

合理论证明该命题。

4　结束语

介绍了 Flajolet 在连分式组合学理论中的研

究，基于文中提出的研究思路，对大 Schröder 路、小

Schröder 路的连分式表达式从格路的角度做了简

单地探索；最后给出了中心Delannoy序列是双变元

有理级数的对角元的一个代数证明，同时留下了

关于命题1是否存在组合证明的思考。

通过这些研究，可以看到连分式在组合数学

中的重要性和应用潜力。随着更多研究者的关注

和努力，连分式无疑将在未来的组合数学研究中

发挥更大的作用。
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