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非线性材料薄壁 I形截面构件
相关屈曲变分模型

张劲逸1，2，白李1，2，王颖轶1，杨健1，2，王斐亮1，2

（1.上海交通大学船舶海洋与建筑工程学院，200240 上海；
2.上海市公共建筑与基础设施数字化运维重点实验室，200240 上海 ）

摘 要：冷弯薄壁构件极易受多种失稳模态相关作用的影响，对不同截面形式及材料类型的构件相
关屈曲力学机理研究亟需完善与发展。建立综合考虑材料非线性、几何非线性、整体初始几何缺陷

及翼缘与腹板连接刚度等影响的薄壁 I 形截面细长构件精确变分模型，并以此分析相关屈曲及后
屈曲荷载-位移曲线，极限承载力及板件局部屈曲波。结果表明：材料名义屈服强度对构件后屈曲
承载力影响较大；整体初始缺陷对构件极限承载力影响较大，对后屈曲承载力影响较小。板件局部

屈曲波长随后屈曲承载力的下降而减小。采用变分模型对既有试验进行了模拟，模拟结果与试验

结果吻合度较高，验证了模型的准确性。模型揭示了薄壁构件非线性整体-局部相关屈曲全过程力
学机理，为研究和设计提供理论基础。
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Variational model on mode interaction in long
I-section struts with material nonlinearity
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Abstract：Cold-formed thin-walled members are vulnerable when two or more buckling modes are triggered
simultaneously. Research on the mechanical behavior of interactive buckling in members with different
types of cross-sections and materials needs to be developed. An accurate variational model of thin-walled I-
section slender members is established，which comprehensively considers the effects of material nonlineari-
ty，geometric nonlinearity，global initial geometric imperfections，and the stiffness of flange-web connec-
tions. Based on the presented model，the load-displacement curves，ultimate capacities，and local buckling
waves are analyzed. The results show that the nominal yield strength of materials has a great influence on
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the post buckling capacity of members. The global initial imperfection has a greater influence on the ulti-
mate capacities of members，but a smaller influence on the post-buckling capacities. The local buckling
wavelengths of the flanges decline as the post-buckling capacities decrease. Some published experiments
are simulated by the variational model. The simulation results compare excellently with the experiment re-
sults，which verifies the accuracy of the model. The model reveals the mechanical mechanism in the whole
process of nonlinear global-local mode interaction，providing theoretical foundation for structural design and
further research.
Key words：structural stability；thin-walled member；mode interaction；material nonlinearity；Ramberg-Os-
good model

  冷弯薄壁构件具有板件局部屈曲、截面畸变屈
曲及构件整体屈曲 3 种基本屈曲模态[1-3]。在一定

条件下，构件中还会出现不同屈曲模态的耦合作用，

对承载力及后屈曲性能产生较大影响[4-6]。近年来，

许多学者对多种截面形式下薄壁构件相关屈曲性能

进行了研究，包括卷边槽形截面[7-9]、箱形截

面[10-11]、角钢截面[12-13]、I 形截面[14-15]及加劲板[16-17]

等。多数文献中构件材料采用理想弹塑性或无屈服

平台多折线本构模型。然而，不锈钢[18]、铝合金[19]

等非线性金属材料的应力-应变曲线光滑连续，无明
显屈服平台[20]。许多研究者通过试验及数值方法

对非线性金属材料构件的稳定问题进行研究[21- 22]，

但解析研究较为欠缺，且现存解析研究大多仅考虑

单一屈曲模态[23]。部分学者在解析研究中引入非

线性材料 Ludwick 本构模型[24]，但鲜有考虑非线性

金属材料 Ramberg-Osgood（简称 R-O）本构模型[25]

的解析研究，主要因为 R-O 模型中应变是应力的不
可逆函数，理论公式推导难度较高。BAI 等[26]建立

了箱形截面理想受压构件考虑 R-O 模型的相关屈
曲变分模型，结果表明材料力学性能对构件相关屈

曲的影响较大，采用有限元模拟进行模型验证，有限

元结果与模型结果吻合度高。WADEE 等[27]与 BAI
等[28]采用解析法研究了初始几何缺陷对线性材料

薄壁 I形截面构件相关屈曲性能及承载力的影响。
BAI等[29]采用解析法研究了翼缘与腹板连接刚度

对线性材料薄壁 I形截面理想受压构件相关屈曲的
影响，而文献[26-28]中仅采用翼缘与腹板铰接简化
假设。

鉴于对非线性金属材料薄壁构件相关屈曲解析

研究较少，且考虑整体初始缺陷及非线性材料的解

析法未见提及，本工作采用 Rayleigh-Ritz 方法，建立
了适用于两端简支的薄壁 I形截面细长构件发生整
体与局部相关屈曲破坏模式的变分模型。本模型综

合考虑了几何非线性、材料非线性（R-O模型）、整体
初始缺陷及翼缘与腹板间不同连接刚度。通过计算

相关屈曲及后屈曲全过程荷载-位移曲线及板件屈
曲波，研究了材料力学性能及缺陷幅值对相关屈曲

后性能的影响，以期为针对非线性材料薄壁构件相

关屈曲的研究和设计公式的改进提供理论基础及参

考数据。BECQUE[30]对薄壁 I形截面不锈钢构件相
关屈曲性能开展了试验研究，并采用有限元软件对

试验进行模拟，本研究将变分模型结果与文献[30]
中的试验结果及有限元结果进行比较，以验证变分

模型的有效性。

1 材料本构模型

非线性金属材料经典的连续本构模型为 R-O模

型，最早提出时原始形式[25]，即

ε = σE0
+ K σ

E( )
0

n
（1）

式中：E0为初始杨氏模量；n 为材料硬化系数。式

（1）经 HILL [31]修正后形成经典 R-O模型。

ε = σE0
+ 0. 002 σ

σ0.
( )

2

n
（2）

式中，σ0. 2为材料名义屈服强度。联立式（1）和式

（2），得到 σ0. 2 = E0（0. 002 / K）
1 / n，因此参数 K 视为

与名义屈服强度等效。引入应变线性分量 εL = σ /

E0并将其代入式（1）得

ε = εL + Kε
n
L （3）

式（3）为非线性材料理想构件应变与其线性分
量关系公式，应力-应变关系曲线如图所示。依此类
推，假设切应变与其线性分量满足 γ = γL + K（γL）

n

公式，其中 γL = τ / G0，G0为初始剪切模量。
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图 1 一维 Ramberg-Osgood应力-应变关系曲线
Fig. 1 One-dimensional Ramberg-Osgood

stress-strain relationship

2 变分模型建立

本研究基于 Rayleigh-Ritz 方法，首先假设构件
整体和板件局部连续位移函数，随后推导构件应变

能及总势能公式，通过欧拉-拉格朗日方程及泛函驻
值条件推导平衡微分方程及积分边界条件，最后求

解相关屈曲全过程荷载-位移曲线及局部屈曲波。
本研究模型求解涉及微分方程解的延拓及分岔，采

用软件 AUTO[32]计算数值解。

2. 1 连续位移函数

薄壁 I形截面细长构件由 2 个 C 形截面构件拼
接而成，轴向压力通过刚性垫块均匀传导至截面，构

件可自由绕强轴或弱轴弯曲，其余边界条件及截面

参数如图 2 所示。
对细长构件，绕弱轴整体屈曲临界应力通常小

于板件局部屈曲临界应力。由于腹板厚度为翼缘 2
倍，且腹板四边受约束，翼缘三边受约束一边自由，

因此腹板屈曲临界应力远高于翼缘，假设腹板不发

生局部屈曲。构件在受力过程中先发生整体屈曲，

使腹板一侧翼缘受压（简称受压翼缘），另一侧翼缘

受拉（简称受拉翼缘），随后受压翼缘发生局部屈

曲，形成整体-局部模态耦合作用，受拉翼缘则不会
发生局部屈曲。假设受拉翼缘与腹板铰接，受压翼

缘与腹板通过扭转弹簧连接，如图 3（a）所示。
实际工程中翼缘与腹板连接刚度在零到正无穷

之间，可用扭转弹簧刚度 c模拟。对冷弯薄壁构件，
将转角区等效为扭转弹簧，翼缘有效长度为 2be，如
图 3（c）所示。

图 2 薄壁 I形截面构件
Fig. 2 Thin-walled I-section strut

图 3 翼缘与腹板连接方式
Fig. 3 Connection between flange and web

  采用简化法估计刚度 c，假设转角区为平板，在
纵向均布弯矩作用下横向挠度为 wc，其 xcw端及 xcf
端分别与腹板及翼缘相连。假设翼缘与腹板在其连

接处的相对转角等于截面 xcf与截面 xcw的相对转角。

对单位长度平板，d2wc / dx
2
c = M / Dc为定值，Dc = Ec 0·

t3 /[12（1 - ν2）]为转角区初始刚度，Ec 0为转角区初
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始弹性模量。因此，相对转角 θwf = MLc / Dc，其中
Lc = 2

1 / 2 r为平板等效宽度。c 为单位转角下弹簧提
供的弯矩，则

c = M
θwf
=
Dc
 2r

（4）

对整体屈曲模态，考虑欧拉-伯努利梁理论，假
设构件整体横向位移为 W（z），其线性分量为
WL（z）。假设 WL（z）= QLsin（πz / L），其中 Q为位移
曲线无量纲幅值。采用弯曲应变与位移简化公式

ε = x / R = x（d2W / dz2），其中 R 为弯曲曲率半径。假
设应变与位移线性分量满足 εL = x / RL = x（d

2WL /
dz2）。对理想构件，将应变-位移关系代入式（3）得

x d
2W
dz2

= x
d2WL
dz2

+ K x
d2WL
dz( )2

n

（5）

将 WL代入式（5），并求关于 x的积分平均，基于
边界条件 W（0）= 0 及对称条件 W′（L / 2）= 0，求关
于 z的不定积分得到

W（z）= QLsinπzL +
π4b2K
L Q3 1

16sin
πz
L -

1
432sin

3πz( )L
（6）

构件截面转角 θ满足 θ = dW / dz，引入其线性分
量 θL，假设满足 θL = dWL / dz。构件整体弯曲导致翼
缘及腹板纵向位移为 uθ = - xθ，其线性分量为uθ L =
- xθL，构件整体屈曲横向位移及截面转角如图 4
所示。

图 4 构件整体屈曲横向位移及截面转角
Fig. 4 Lateral displacement and plane section
rotation of strut under global buckling

假设构件正常投入使用前形成整体初始缺陷，

但无初始应力，如图 5 所示。假设初始横向位移
W0 = Q0Lsin（πz / L），初始截面转角 θ0 = Q0πcos（πz /
L）。对几何缺陷构件，整体弯曲下翼缘及腹板增量
纵向位移为 uθ = - x（θ - θ0），其线性分量为
uθ L = - x（θL - θ0）。

对局部屈曲模态，假设受压翼缘平面外位移函

数 w（x，z）表达式为 f（x）w（z），如图 6（a）所示，其中
f（x）和 w（z）分别代表横向和纵向位移分量。本研
究采用如下基于简支梁及悬臂梁挠曲线方程推导的

f（x）表达式[29]

f（x）= - 1s6
2x
b + s2

2x( )b
2
+ s4 sin

πx[ ]b （7）

式中，s2 = - s0πbc / 4，s4 = 2s0bc / π，s0 = 1 /（πD - bc），
s6 = 1 - s2 + s4。D = E0 t

3 /[12（1 - ν2）]，代表板件初
始刚度。当 c = 0 时，f（x）为线性函数；当 c趋于无穷
大时，翼缘与腹板刚接，如图 3（b）所示，f（x）的表达
式为

f（x）= - 4π
4π - π2 - 8

2x
b +

π
4
2x( )b

2
- 2
π
sinπx[ ]b

（8）
假设受压翼缘平面内纵向位移函数 u（x，z）=

-（2x / b）u（z），如图 6（b）所示，忽略翼缘平面内横
向位移。分别引入受压翼缘平面外位移线性分量

wL（x，z）= f（x）wL（z）和平面内位移线性分量 uL（x，
z）= -（2x / b）uL（z）。

图 5 构件整体初始缺陷及应力-应变曲线

Fig. 5 Introduction of geometric imperfections and

the corresponding stress-strain curve

图 6 受压翼缘位移函数定义

Fig. 6 Definitions of the displacement functions

of compressed flangeplate

2. 2 总势能公式推导

构件总势能包括构件整体应变能，板件局部应

变能，扭转弹簧应变能及外荷载做功。板件局部应

变能包括板件弯曲应变能和板件膜应变能。需要说

明的是，构件整体应变能仅考虑腹板弯曲应变，整体

弯曲导致翼缘弯曲应变考虑在膜应变能中。在膜应

变能中考虑几何非线性，采用格林-拉格朗日应变张
量。本研究公式推导相对复杂，因此在科学计算软

件 MATHEMATICA辅助下完成。



1040 应 用 力 学 学 报 第 42 卷

投稿网站：https：/ / cjam. xjtu. edu. cn 微信公众号：应用力学学报

2. 2. 1 构件整体应变能
非线性材料与线性材料应变能密度公式不同。

构件整体弯曲下，忽略剪切应变，对式（1）求关于 σ
的微分，将 dε 代入应变能密度微分公式 dUρ = σdε
中，随后求关于 σ的不定积分[26]得到

Uρ =
σ2
2E0
+ nKn + 1

σn+1

En0
（9）

对理想构件，将 εL = σ / E0代入式（9），得到应变
能密度为

Uρ =
1
2 E0ε

2
L +

nK
n + 1E0ε

n+1
L （10）

对几何缺陷构件，假设初始应变为 ε0，则正常使
用过程增量应变为（ε - ε0），其线性分量满足（εL -
ε0）= σ / E0，将该式代入式（9），得到应变能密度为

Uρ =
1
2 E0 εL - ε

( )
0
2 + nKn + 1E0 εL - ε

( )
0
n+1

（11）
将整体弯曲应变-位移关系，WL及 W0代入式

（11），并关于腹板体积求定积分，得到构件整体应
变能 UB

UB = E0 ∫
L

0
（Q - Q0）

2 π
4 Iw
2L2
sin2πzL[ +

（Q - Q0）
n+1 nKπ

2n+2 Iw，n+1
（n + 1）Ln+1

sinn+1πz]L dz
（12）

式中：Iw代表腹板相对弱轴的惯性矩，Iw = ∫x2 dA；定
义 Iw，n + 1为腹板面积的 n + 1 次矩，Iw，n + 1 = ∫xn+1 dA，
A代表腹板横截面积。
2. 2. 2 板件局部应变能

板件局部应变能包括弯曲应变能与膜应变能，

首先确定板件局部应变能密度公式。以翼缘为例，

采用平面应力假设，由于翼缘为 xz 平面，考虑纵向
正应变 εz，横向正应变 εx及剪切应变 γxz，同时引入
其线性分量 εLz，εLx及 γLxz。将一维 R-O 模型进行拓
展得

εx
εz
γ

「
|
|
 

 
|
|
」

xz

= 1E0

1 - ν 0
- ν 1 0
0 0 2（1 + ν

「
||
 

 
||
」）

σx
σz
τ

「
|
|
 

 
|
|
」

xz

+

K
En0

1 - ν 0
- ν 1 0
0 0 2n （1 + ν）

「
||
 

 
||
」n

σnx
σnz
τnx

「
|
||
 

 
|
||
」z

（13）

式中，ν为材料泊松比。令应变向量线性分量[εLz，
εLx，γLxz]

T等于式（13）右边第一项，以应变向量线性
分量-应力向量关系公式改写式（13）右边第二项，类
比式（3），可得应变向量与其线性分量关系公式。
将一维应变能密度式（9）拓展至三维，可得板件应
变能密度公式[26]。

Uρ =
E0

2 1 - ν( )2 ε2Lx + ε
2
Lz + 2νεLxεLz +

1 - ν
2 γ

2[ ]Lxz +

nKE0
n +( )1 1 - ν( )2 [n εLx（εLx + νεLz）n +
εLz εLz + νε( )

Lx
n + 1 - ν

( )2 n

2 1 +( )ν
γn+1 ]Lxz （14）

1）板件弯曲应变能
翼缘弯曲应变能采用小变形假设。翼缘弯曲应

变-位移满足公式 εx = - y（∂
2w / ∂x2），εz = - y（∂

2w /
∂z2），γxz = - 2y[∂

2w /（∂x∂z）]。假设应变-位移线性
分量保持相似关系。

εLx = - y
∂2wL
∂x2
， εLz = - y

∂2wL
∂z2
， γLxz = - 2y

∂2wL
∂x∂z
（15）

将式（15）代入式（14），关于受压翼缘体积求定
积分，即得翼缘弯曲应变能 Ub

Ub =
D
2 ∫

L

0 ∫
b

0

∂2wL
∂x2

+
∂2wL
∂z( )2{ 2

-

2 1 -( )ν
∂2wL
∂x2
∂2wL
∂z2
- ∂2wL
∂x∂( )z[ ] }2

dxdz +

nKDn+1
n + 1 ∫

L

0 ∫
b

0

∂2wL
∂x2

∂2wL
∂x2

+ ν
∂2wL
∂z( )2[

n

+

∂2wL
∂z2

∂2wL
∂z2
+ ν
∂2wL
∂x( )2

n

+

2n 1 -( )ν n 1 +( )ν n-1 ∂
2wL
∂x∂( )z

n+

]
1

dxdz （16）

式中：D = E0 t
3 /[12 （1 - ν2）]；Dn + 1 = E0 t

n + 2 /[2n + 1·
（n + 2）（1 - ν2）n]。

将弯曲应变-位移关系及式（15）代入应变向量
与其线性分量关系公式，关于翼缘厚度求积分平均，

则得平面外位移 w与其线性分量 wL关系公式。

∂2w
∂z2
=
∂2wL
∂z2
+ Ktn-1

2n-1n 1 - ν( )2 n
∂2wL
∂z([ 2
+

ν
∂2wL
∂x )2

n

- ν ∂
2wL
∂x2

+ ν
∂2wL
∂z( )2 ]

n

（17）

2）板件膜应变能
构件后屈曲阶段板件位移超出小变形范畴，产
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生膜应变能。考虑几何非线性，采用格林-拉格朗日
应变张量及冯·卡门大挠度理论。对板件（包括翼

缘及腹板）横向正应变，假设仅由泊松效应产生，即

εLx = - νεLz。对板件纵向正应变，引入轴向压应变
Δ + KΔ3及其线性分量 Δ。翼缘纵向正应变还包括位
移 uθ所致应变项。后屈曲阶段仅受压翼缘存在大剪
切变形。将板件正应变及切应变代入应变能密度式

（14），关于板件体积求定积分，得到膜应变能 Um =
Ud + Us，其中 Ud代表由正应变产生的膜应变能，Us
代表由切应变产生的膜应变能。

膜应变能 Ud计算公式为

Ud = E0 t ∫
L

0 ∫
b
2

0
ε2Lz，t +

2nK
n + 1ε

n+1
Lz，( )t d[ x +

∫
0

- b
2
ε2Lz，c +

2nK
n + 1ε

n+1
Lz，( )c d ]x dz +

E0 twh ∫
L

0

1
2 Δ

2 + nKn + 1Δ
n+( )1 dz （18）

受压及受拉翼缘正应变线性分量-位移公式为

εLz，c =
∂uθL
∂z
- Δ +

∂uL
∂z
+ 12

∂wL
∂( )z

2

，

εLz，t =
∂uθL
∂z
- Δ （19）

对具有整体初始缺陷的构件，uθ L = - x（θL - θ0）。
膜应变能 Us为

Us = G0 t ∫
L

0 ∫
0

- b
2
γ2Lxz +

2nK
n + 1γ

n+1( )Lxz d[ ]x dz
（20）

受压翼缘剪切应变线性分量-位移为

  γLxz =
∂uL
∂x
+
∂wL
∂z
∂wL
∂x

= - 2( )b uL + f（x）f′（x）wLw′L （21）

式（19）和式（21）中，εLz，c后两项及 γLxz均基于
冯·卡门大挠度理论。

2. 2. 3 扭转弹簧应变能
附加于上下两块受压翼缘的扭转弹簧应变能为

Usp = ∫
L

0
c ∂w（x，z）

∂x x =
[ ]

0

2

dz

= c
b2 ∫

L

0

2 + s4π
1 - s2 + s

( )
4

2

w2dz （22）

经试算，将式（22）中函数 w 替换为 wL，既能降
低计算复杂度，亦可兼顾求解精度。此外，扭转弹簧

应变能对总势能 V及模型求解结果影响极小。

2. 2. 4 外荷载做功
对外荷载所功 PE，轴向变形项包括构件整体弯

曲形成纵向位移，板件局部位移形成纵向位移及轴

向压应变形成变形。外荷载做功由以下公式计算。

PE = P
2bt + htw ∫

L

0 ∫
0

- b
2

2t ∂u（x，z）
∂[ ]z

d{ x +

∫
b
2

- b
2

t W′2 + 2（Δ + KΔn[ ]）dx +

∫
t

-t
h 1
2 W

′2 + （Δ + KΔn[ ]）d }x dz （23）

式中，u（x，z）及其线性分量 uL（x，z）满足∂u（x，z）/ ∂z =

∂uL（x，z）/ ∂z + K[∂uL（x，z）/ ∂z]
n。计算该公式关于

x的积分平均得到 u′ = u′L + K（u′L）
n / n。W′采用式

（6）计算。对存在整体几何初始缺陷构件，实际轴
向变形为式（23）中 E 减去初始轴向变形 E0，如图 5
所示。但在后续平衡方程推导过程中，初始轴向变

形常数在求导后即被消去，因此式（23）未呈现
该项。

构件总势能 V则由上述应变能组合而成，即
V = UB + Ub + Ud + Us + Usp - PE （24）

2. 3 平衡微分方程及边界条件推导

将构件总势能写成如下泛函形式

V = ∫
L

0
w″L，w

′
L，wL，u

′
L，uL；( )z dz （25）

总势能一阶变分 δV为

δV = ∫
L

0

∂
∂w″L
δw″L +

∂
∂w′L
δw′L +

∂
∂wL
δw[ L +

∂
∂u′L
δu′L +

∂
∂uL
δu ]L dz （26）

构件在平衡状态下，总势能 V必须为平稳函数。
因此以下欧拉-拉格朗日方程组成立

d2

dz2
∂
∂w( )″

L

- ddz
∂
∂w( )′

L

+ ∂
∂wL

= 0，

d
dz
∂
∂u( )′
L

- ∂
∂uL
= 0 （27）

由式（27）可得变分模型的平衡微分方程组，即
关于 wL的四阶与关于 uL的二阶非线性微分方程。
根据构件简支边界条件及对称性得

w（0）= wL（0）= w
″
L（0）= u

′（0）= u′L（0）

= w′（L / 2）= w′L（L / 2）= w‴L（L / 2）
= u（L / 2）= uL（L / 2）= 0 （28）

平衡状态下，模型还应满足泛函驻值条件，由此
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引出积分边界条件，即∂V / ∂Q = 0 和∂V / ∂Δ = 0。
根据位移对称性将部分变量无量纲化处理（如

z = 2z / L，wL = 2wL / L，uL = 2uL / L）后，采用软件
AUTO[32]求边界条件下平衡微分方程组数值解。由
此得半跨内荷载及位移解，进而基于对称性获得全

跨内的解。得到位移线性分量 wL和 uL及其导数的
解后，采用公式（17）等位移-线性分量关系式，可得
位移 w和 u及其导数的解。

2. 4 微分方程数值解计算过程

对理想构件，模型求解包括 3 阶段（解的延拓）
及 2 个分岔点，如图 7（a）所示。外荷载 P 逐渐增大
到临界荷载 PC（阶段 1）并触发整体屈曲（第 1 分岔
点 C），在 C点执行解的分岔后，整体横向位移 Q 逐
渐发展（阶段 2），直到触发局部屈曲并与整体屈曲

耦合（第 2 分岔点 S），在 S点执行解的分岔，进入相
关屈曲后阶段（阶段 3），构件承载力快速下降。

对几何初始缺陷构件，模型求解过程包括 2 阶
段（解的延拓）及 1 个分岔点，如图 7（b）所示。外荷
载 P从 0 开始增大（阶段 1），整体横向位移 Q 从初
始缺陷幅值 Q0开始增加，直到触发局部屈曲并与整
体模态耦合（第 1 分岔点 S0），在 S0点实施解的分
岔，进入相关屈曲后阶段（阶段 2），构件承载力小幅
增加达到极限承载力 Pu后快速回落。

基于以上计算过程及结果数据，即可确定在相

关屈曲前、相关屈曲临界点及相关屈曲后各阶段中

构件承载力随位移变化的情况。同时，还可采用延

拓计算确定任一特定位移下构件的承载力。此外，

可通过减小计算步长获得足够的计算精度。

图 7 平衡路径数值求解过程
Fig. 7 Numerical continuation procedures for computing the equilibrium paths

3 模型算例

本研究算例研究了：非线性材料力学性能对理

想构件相关屈曲的影响；整体初始缺陷对相关屈曲

的影响。各算例中材料硬化系数 n = 3，相应材料强
度偏于实际值下界[33]。

3. 1 理想构件算例

薄壁 I 形截面理想构件编号 I-L3200，几何与材
性参数如表 1 所示。假设扭转弹簧刚度 c 无穷大，
采用式（8）计算受压翼缘平面外位移。构件整体屈
曲临界荷载 PC≈PE即欧拉荷载，PE = π

2E0 I / L
2。板

件局部屈曲临界应力通过公式 σ = π2 kD / b2 t 计算，
其中 b为板件宽度，t 为板件厚度，D 为板件抗弯刚
度，k取值与板件边界条件有关。对腹板（四边约
束）k = 4；对翼缘（三边约束一边自由）k = 1. 247。

经计算，构件整体、翼缘局部、腹板局部屈曲临界应

力分别为 93. 24、116. 88、303. 68 N / mm2。因此整体
屈曲先发生，前文腹板不发生屈曲假设合理性得到

验证。

不同材料名义屈服强度（即参数 K，如表 2 所
示）下，模型荷载-位移曲线求解结果如图 8 所示，其
中 p = P / PE代表无量纲化外荷载。

表 1 构件算例几何参数与材性参数

Tab. 1 Cross-section and material properties of example struts

参数名称 I-L3200 I-L4000

压杆长度 L / mm 3 200 4 000

翼缘宽度 b / mm 108 96

腹板高度 h / mm 120 120

翼缘厚度 t / mm 1. 2 1. 2

初始杨氏模量 E0 /（kN·mm -2） 210 210

泊松比 ν 0. 3 0. 3

Ramberg-Osgood参数 n 3 3
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  对外荷载-整体横向位移曲线，如图 8（a）所示，
构件在 C点处发生整体屈曲，达到其极限承载力，随
后在 C与 S点之间，当 K = 0 时，构件保持中性平衡，
而当 K ＞ 0 时，则为弱稳定平衡。S点为构件发生相
关屈曲的临界点，随后构件进入相关屈曲后阶段，承

载力快速下降。当 0. 8 ＜ p ＜ 1. 0 时，由于非线性高
次项 K（εL）

n在应变 ε中占比较低，横向位移 W及其
线性分量 WL曲线几乎重合。随着位移增大，非线性
项 K（εL）

n的影响逐渐显著，导致相同参数 K 下 W
及 WL曲线逐渐分化。相同位移水平下，构件承载力
随着非线性材料名义屈服强度的降低（参数 K 增

大）而下降，相关屈曲后性能也下降。

表 2 参数 K取值
Tab. 2 Chosen values of parameter K

工况 K σ0. 2 / MPa

1 0 -

2 2 × 104 974. 73

3 3 × 104 851. 51

4 4 × 104 773. 65

5 6 × 104 675. 84

6 8 × 104 614. 04

 注：材料名义屈服强度 σ0. 2 = E0（0. 002 / K）1 / 3。

图 8 变分模型平衡路径求解结果
Fig. 8 Equilibrium paths obtained from the variational model

  对外荷载-局部面外位移及外荷载-轴向位移曲
线，构件后屈曲性能同样与材料名义屈服强度正相

关，如图 8（b）和图 8（c）所示。相同荷载水平下，材
料非线性使实际位移大于其线性分量，如图 8（a）～
图 8（c）所示。此外，整体位移 W 与局部位移 w 关
系受材料名义屈服强度影响较小，如图 8（d）所示。

不同参数 K及承载力水平下，翼缘局部屈曲模
态的发展如图 9 所示。结果表明，在相关屈曲后阶
段，随着构件承载力的下降，平面外位移 w幅值逐渐
增大，局部屈曲波长不断减小，屈曲波形由构件中部

向两端扩散发展。在相同承载力水平下，平面外位

移 w幅值随材料名义屈服强度的下降而减小。
当 p = 0. 65 时，构件中最大正应变-正应力如图

10 中标记点所示，名义屈服强度 σ0. 2及应变 ε0. 2如
图 10 中虚线所示。即便相关屈曲后变形充分发展，
承载力相较临界荷载大幅下降 35%，最大正应力仍
远小于名义屈服强度，说明构件中塑性应变极小。

因此，在本研究相关屈曲讨论范围内，对细长构件采

用原始 R-O 模型而非实际工程中常用双阶段 R-O
模型，产生误差可忽略不计。
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图 9 局部平面外位移函数求解结果
Fig. 9 Numerical solutions for the flange out-of-plane displacement functions

图 10 不同名义屈服强度 σ0. 2下 R-O模型曲线

Fig. 10 Ramberg-Osgood curves for different cases of σ0. 2

3. 2 整体初始缺陷构件算例

考虑整体初始缺陷构件编号 I-L4000，相关参数
如表 1 所示。定义无量纲化极限承载力 pu = Pu / PE。

当 K = 1 × 104且 c = 100 Nm / m 时，不同整体初始缺

陷幅值 Q0下构件极限承载力及荷载-位移曲线如表
3 和图 11 所示。

存在整体初始缺陷的构件受到外荷载作用时，

构件首先发生整体弯曲模态。随着外荷载的增加，

翼缘中的应力增大，同时变形不断发展，直至发生局

部屈曲，并与整体模态相互耦合，随后构件达到极限

承载力并发生失稳，承载力持续下降。外荷载达到

极限承载力之前，各荷载-位移曲线间的分化程度随
荷载的增加而增大；而在构件承载力下降阶段，各荷

载-位移曲线间的距离随位移的增大而减小，构件承
载力相对于极限承载力的下降幅度随整体初始缺陷

幅值的增大而减小，如图 11（a）～图 11（c）所示。
由表 3 及图 11（d）可知，构件极限承载力与

整体初始缺陷幅值成反比，且后者对前者的影响较

为明显，因此工程实践中整体初始缺陷因素不容

忽视。
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图 11 不同整体初始缺陷下平衡路径求解结果
Fig. 11 Equilibrium paths obtained from the variational model

表 3 不同整体初始缺陷幅值及相应极限荷载
Tab. 3 Different values of initial global imperfection and the corresponding peak loads

参数
工况

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Q0 / 104 0 1 2 3 4 5 6 8 10

pu 1 0. 93 0. 88 0. 84 0. 81 0. 79 0. 76 0. 73 0. 70

相对降幅 / % 0 6. 8 11. 8 15. 6 18. 7 21. 3 23. 6 27. 2 29. 9

4 模型验证

本研究采用变分模型对 Becque 薄壁 I 形截面
受压构件相关稳定试验[30]进行了模拟，将变分模型

结果与 Becque 试验结果及 Becque 有限元模拟结
果[30]进行比较。试验构件由两根冷成型 404 不锈
钢 C形截面构件经紧固件拼接形成。构件编号及相
应参数如表 4 所示。首先确定材料力学性能、翼缘
与腹板连接刚度、构件整体初始缺陷，使模型参数与

试验条件一致，随后计算构件模型的荷载-位移
曲线。

4. 1 模型参数确定

对变分模型材料力学性能，通过拟合试验构件

平板区材料压缩试验应力-应变曲线确定。由于已
知相关屈曲后阶段细长构件中最大正应变远小于

σ0. 2对应的总应变，本研究采用 0 ＜ ε ＜ 0. 2%范围内
对试验数据拟合效果最好的 R-O公式，其中 K = 1. 5 ×
105，如图 12 所示。对翼缘与腹板的连接刚度，将表
4 中的转角区参数代入式（4）中计算得 c≈
5 500 Nm / m。对试验构件 I404-L3000 与 I404-L2500
的整体初始缺陷，由试验测定的数据可得，考虑构件

跨中测点的横向偏移量后，试验外荷载 P 相对跨中
及端部截面的平均初始偏心距 eo分别为 Le / 1912 与

Le / 1 645。因此变分模型整体初始缺陷无量纲化幅值

Q0应为 5. 2 × 10
-4与 6. 1 × 10 -4。

图 12 原始 R-O模型对试验数据拟合

Fig. 12 Simulation of experimental curve by original

Ramberg-Osgood model

表 4 试验构件有关参数

Tab. 4 Properties for the tested struts

参数名称 I404-L3000 I404-L2500

构件长度 L / mm 2 999 2 497

有效长度 Le / mm 3 117 2 615

翼缘宽度 b / mm 96. 64 96. 80

转角区半径 r / mm 3. 06 3. 02

翼缘厚度 t / mm 1. 21 1. 21

截面高度 h / mm 125. 12 125. 12

平板区初始弹性模量 /（kN·mm -2） 195 195

转角区初始弹性模量 /（kN·mm -2） 179 179
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4. 2 模型结果与试验对比

对两种长度构件，变分模型与试验构件的横向

位移、轴向位移相关屈曲全过程荷载-位移曲线均保
持高度吻合，如图 13 所示。相对有限元模拟，变分
模型与试验结果相关性更好，对构件相关屈曲后位

移及承载力发展过程的分析也更完整。特别是承载

力下降的相关屈曲后阶段，构件同时产生大变形，材

料非线性对失稳曲线的影响显著，本研究模型通过

引入非线性项 K（εL）
n模拟该因素，因此模型与试验

结果曲线一致性高。

注：FEM-Becque为 Becque有限元结果[30]。

图 13 构件变分模型结果与试验结果对比
Fig. 13 Numerical equilibrium paths compared with experiments

  对构件 I404-L3000，试验极限荷载约 24. 71 kN，
变分模型极限荷载约 25. 36 kN，模型相对试验误差
约 2. 6%。当构件整体横向位移为 40 mm 时，试验
构件与本模型构件均已发生整体-局部相关屈曲，并
处于承载力快速下降的失稳阶段，变分模型构件承

载力相对试验结果的误差仅 2. 7%，远小于有限元
模拟相应误差 16. 1%。当构件轴向位移约 2 mm

时，有限元模拟外部荷载误差高达 18. 7%，而变分
模型与试验数据高度一致。

对构件 I404-L2500，试验极限荷载约 30. 63 kN，
而变分模型相应值为 32. 46 kN，相对误差约 6. 0%。
当构件整体横向位移为 10 mm 时，变分模型构件承
载力相对试验结果的误差为 3. 5%，而有限元误差
达到 13. 0%。变分模型与试验截面转角-外荷载后
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屈曲平衡路径保持平行，但相对误差大于构件横向

及轴向位移平衡路径。综上，变分模型有效性得到

充分验证。

对本模型与试验值间的误差产生原因作如下探

讨：加载过程中，截面转角区材料切线模量改变，扭

转弹簧实际刚度偏离基于初始弹性模量的计算值；

试验构件存在板件局部初始缺陷，而本研究未考虑

该因素；变分模型未考虑整体屈曲下剪切应变，增加

了截面转角误差。

需要说明的是，图 13 中有限元与试验曲线数据
均来自文献[30]，两者之间误差较大的主要原因是
该有限元模型仅引入了荷载初始偏心距，而未考虑

构件的初始几何缺陷。

5 结 论

1）基于 Rayleigh-Ritz 法，对薄壁 I 形截面细长
构件建立了相关屈曲变分模型，考虑了构件整体初

始缺陷，非线性材料 R-O 模型，冯·卡门大挠度理
论，并采用扭转弹簧模拟了翼缘与腹板的连接刚度。

结果表明：对理想构件，相同位移下的相关屈曲后承

载力与材料名义屈服强度正相关；板件局部屈曲波

长随屈曲后承载力的下降而减小。构件极限承载力

对整体初始缺陷较敏感，整体初始缺陷幅值达 L /
1 000时，极限承载力下降约 30%。

2）本研究变分模型填补了薄壁 I形截面构件同
时考虑几何非线性和材料非线性的相关屈曲解析研

究的空白。本方法同样适用于其他组成板件为平板

的截面形式下薄壁细长构件的相关稳定问题，如 T
形、C形及 H形截面等，但需根据具体截面形式推导
总势能泛函。与有限元法相比，变分模型便于参数

化分析，仅需在程序脚本中修改参数值。本方法不

足之处在于，对于组成板件较多的复杂截面形式，建

立简洁精确的理论变分模型比较困难，此时采用有

限元法更为合适。

3）变分模型模拟结果与既有试验结果吻合良
好。模型和试验的极限承载力差异控制在 6%以
内。在相关屈曲后阶段，相同横向位移或轴向位移

水平下，模型和试验的承载力百分比差异更低。

4）构件后屈曲承载力大幅下降后，最大正应力
及正应变仍远小于 σ0. 2及 ε0. 2，因此，采用原始 R-O
模型而非双阶段模型分析细长构件相关屈曲的有效

性得到验证。本研究模型适用于设计荷载受整体屈

曲临界荷载控制的细长构件相关稳定问题，而不适

用于短柱，对整体屈曲临界应力接近名义屈服强度

的短柱，需采用双阶段 R-O模型。
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