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摘 要 研究了节点动力学不同、层内拓扑结构有向且异构的多层网络模型的预定时间层内同步问题 .与有限时间

和固定时间同步不同，该同步时间可根据用户需求预先设定，且不受初始值和控制参数影响 .利用Lyapunov稳定性理

论和M-矩阵的性质，得到了多层网络预定时间层内同步的充分判据 .最后，通过数值仿真验证了理论结果的有效性 .
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Prescribed-time intra-layer synchronization in multiplex 
heterogeneous directed networks

Yan Jiaxin，Ning Di*

（College of Mathematics and Statistics， South-Central Minzu University， Wuhan 430074， Hubei China）

Abstract The prescribed-time intra-layer synchronization problem of multiplex networks model with different node 
dynamics and directed and heterogeneous intra-layer topological structures is studied. Unlike finite-time and fixed-time 
synchronization， this synchronization time can be preset according to user’s requirements and is not affected by the initial 
state and control parameters. By using the Lyapunov stability theory and the properties of the M-matrix， a sufficient 
criterion for prescribed-time intra-layer synchronization of multiplex networks is obtained. Finally， the validity of the 
theoretical results is verified through numerical simulation. 
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在过去的几十年里，复杂网络因其丰富的理论

价值和广泛的实际应用而备受关注［1-3］.随着网络科

学的发展，包含社交网络、神经网络在内的许多现

实世界的网络已难以用单层网络模型简单概括 .例
如，在多平台社交网络［4］中，用户可能同时拥有多个

账号，每个平台都会生成特定类型的社会关系 . 在
三层交通网络中，乘客可以在地铁、航空、高铁等不

同的网络层之间进行换乘 .因此，相较于单层网络，

多层网络能更合理地描述这些具有多种互动模式

的现实网络结构 . 这类网络由若干层构成，各层节

点数量相同，不同层级代表节点间不同类型的互动 .
同一层级中的每个节点在其他所有层级中都有对

应节点，各层级仅通过跨层级对应节点实现交互 .

近年来，有关多层网络的研究关注度持续攀升 .
作为一种典型的集体行为，同步在自然界和人

造社会中普遍存在 . 近年来，多层网络的同步问题

已得到广泛研究 .例如，Liu 等［5］基于超拉普拉斯矩

阵的特性，利用牵制控制方法，提出了多层网络实

现层内同步的充分条件 .Ning 等［6］设计了脉冲牵制

控制器，以实现多层网络的 leader-following 同步 . 
Khalaf等［7］分析了线性耦合基因振荡器网络中的层

间同步与层内同步现象 .
值得注意的是，以往大多数研究成果提出的控

制方案所设定的收敛时间往往是无限或不确定的 .
然而，在实际要求和应用中，通常需要在有限时间

内实现同步，针对这一问题，文献［8-10］提出了多种
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有限时间控制策略 . 研究发现，达到同步所需要的

有限稳定时间受初始值和控制参数的限制 . 但是，

由于外部环境的干扰和网络内部因素的影响，使得

获取初始状态变得困难，进而无法准确估计稳定时

间 . 鉴于有限时间控制方法的这一缺陷，Polyakov
等［11］提出了固定时间控制方法，该方法无需任何初

始信息即可在有限时间内实现同步，其稳定时间仅

由控制参数确定 . 事实上，若稳定时间能独立于初

始值和控制参数，并根据任务需求进行预设，则更

具实用价值 .针对这一需求，Wang等［12］构建了新型

标度函数，既能获得预定的收敛时间，又能确保多

智能体系统在具有有向生成树的拓扑结构下实现

预定时间一致性 .Chen等［13］研究了有和没有时变延

迟的情况下复杂动态网络预定时间同步问题 .
目前，预定时间控制已成为网络科学的热门话

题之一，然而，有关预定时间控制的研究大多集中

在系统［14］或单层网络［15-16］上，缺乏与多层网络预定

时间控制相关的研究 . 受上述研究启发，本文通过

在控制器中引入时变标度函数，利用 Lyapunov稳定

性理论和M-矩阵的性质，得到了两层网络预定时间

层内同步准则，所得结果可扩展到多层网络 .
符号说明：Rn表示 n维欧几里得空间，1N表示

一个元素全为 1 的 N维列向量；对于对称矩阵

C ∈ RN × N，C > 0 意味着 C是正定的；IN和 0N分别表

示N阶单位矩阵和N阶零矩阵；λmax (C ) 和λmin (C ) 分
别表示C的最大特征值和最小特征值 .

1　预备知识

考虑每层节点动力学和拓扑结构不同的两层

网络，模型如下：
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ẋ1
i ( t ) = f1( )x1

i ( t ) - c∑
j = 1

N

l1ij x1
j ( t ) + u1

i ( t )，

ẋ2
i ( t ) = f2( )x2

i ( t ) - c∑
j = 1

N

l2ij x2
j ( t ) + u2

i ( t )，
（1）

这里 x1
i ( t ) ∈ Rn，i = 1，2，…，N 表示第一层第

i个节点的状态向量，f1 ( x1
i ( t ) )：Rn → Rn表示第一层

第 i个节点的自身动力学，参数 c表示层内耦合强

度，L1 = ( l1ij ) ∈ RN × N表示第一层的拉普拉斯矩阵，当

从节点 j到节点 i存在有向边时，令 l1ij = -1，否则，令

l1ij = 0，此外，l1ii = - ∑
j = 1，j ≠ i

N

l1ij.u1
i ( t ) 表示对第一层第 i个

节点施加的外部控制 .第二层中的 x2
i ( t )，f2 ( x2

i ( t ) )，l2ij
和 u2

i ( t ) 与第一层中的 x1
i ( t )，f1 ( x1

i ( t ) )，l1ij 和 u1
i ( t ) 具

有相同的意义 .
为了实现预定时间控制，下面介绍一种时变函

数［12］，其定义为：

γ ( t ) =
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
( )T̂P
T̂P + t0 - t

a

， t ∈ [ t0，t1 )，
 1， t ∈ [ t1，∞)，

（2）

这里 a > 2 是一个可以任意取值的实数，T̂P是

由用户提前设定的稳定时间，0 < Ts ≤ T̂P，Ts表示信

息传输和信号处理所需的时间，t1 = t0 + T̂P.该函数

求导可得：

γ̇ ( t ) =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

a
T̂P
γ ( t ) 1 + 1

a t ∈ [ t0，t1 )，
0 t ∈ [ t1，∞).

（3）

为获得层内同步，第一层和第二层的目标轨迹

分别由 s1 ( t ) 和 s2 ( t ) 表示，且满足：
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ṡ1 ( t ) = f1( )s1 ( t ) + ( )c + ε + d γ̇ ( t )
γ ( t ) ( )s2 ( t ) - s1 ( t ) ，s1 (0 ) = s10，

ṡ2 ( t ) = f2( )s2 ( t ) + ( )c + ε + d γ̇ ( t )
γ ( t ) ( )s1 ( t ) - s2 ( t ) ，s2 (0 ) = s20，

（4）

这里ε表示层间耦合强度，d表示控制强度 . 控制器设计如下：
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u1
i ( t ) = -(c + ε + d γ̇ ( t )

γ ( t ) ) ( x1
i ( t ) - s1 ( t ) ) - (ε + d γ̇ ( t )

γ ( t ) ) ∑
j = 1

N

l1ij x1
j ( t ) +

    (c + ε + d γ̇ ( t )
γ ( t ) ) ( )x2

i ( t ) - x1
i ( t ) ， 1 ≤ i ≤ N，

u2
i ( t ) = -(c + ε + d γ̇ ( t )

γ ( t ) ) ( x2
i ( t ) - s2 ( t ) ) - (ε + d γ̇ ( t )

γ ( t ) ) ∑
j = 1

N

l2ij x2
j ( t ) +

 (c + ε + d γ̇ ( t )
γ ( t ) ) ( )x1

i ( t ) - x2
i ( t ) ， 1 ≤ i ≤ N.

（5）

定 义 误 差 向 量 e1
i ( t ) = x1

i ( t ) - s1 ( t )，e2
i ( t ) = x2

i ( t ) - s2 ( t )，由此可得两层网络（1）的误差动力学
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表达式如下：
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ė1
i ( t ) = f1 ( x1

i ( t ) ) - f1 ( s1 ( t ) ) - (c + ε + d γ̇ ( t )
γ ( t ) )e1

i ( t ) - (c + ε + d γ̇ ( t )
γ ( t ) ) ∑

j = 1

N

l1ij e1
j ( t ) +

 (c + ε + d γ̇ ( t )
γ ( t ) ) ( )e2

i ( t ) - e1
i ( t ) ， 1 ≤ i ≤ N，

ė2
i ( t ) = f2 ( x2

i ( t ) ) - f2 ( s2 ( t ) ) - (c + ε + d γ̇ ( t )
γ ( t ) )e2

i ( t ) - (c + ε + d γ̇ ( t )
γ ( t ) ) ∑

j = 1

N

l2ij e2
j ( t ) +

 (c + ε + d γ̇ ( t )
γ ( t ) ) ( )e1

i ( t ) - e2
i ( t ) ， 1 ≤ i ≤ N.

（6）

2　相关定义、假设和引理

定义 1 若存在一个独立于初始状态和其他参数

的 预 定 时 间 T̂P，使 得 对 于 i = 1，2，…，N，有

lim t → T̂P
||x1

i ( t ) - s1 ( t )|| = 0 和 lim t → T̂P
||x2

i ( t ) - s2 ( t )|| =
0成立，且当 t ≥ T̂P时，有 x1

i ( t ) ≡ s1 ( t ) 和 x2
i ( t ) ≡ s2 ( t )

成立，则称两层网络（1）实现了预定时间层内同步 .
假 设 1 存 在 一 个 正 常 数 φ，使 得 对 于

∀x̄ ( t )，ȳ ( t ) ∈ Rn，都有以下不等式成立：

( x̄ ( t ) - ȳ ( t ) ) T ( f1 ( t，x̄ ( t ) ) - f1 ( t，ȳ ( t ) ) ) ≤ φ ( x̄ ( t ) -
ȳ ( t ) ) T ( x̄ ( t ) - ȳ ( t ) ).

假 设 2 存 在 一 个 正 常 数 ψ，使 得 对 于

∀x̂ ( t )，ŷ ( t ) ∈ Rn，都有以下不等式成立：

( x̂ ( t ) - ŷ ( t ) ) T ( f2 ( t，x̂ ( t ) ) - f2 ( t，ŷ ( t ) ) ) ≤ ψ ( x̂ ( t ) -
ŷ ( t ) ) T ( x̂ ( t ) - ŷ ( t ) ).

引理1［12］ 考虑以下系统：

ẋ ( t ) = f ( t，x ( t ) )，x (0 ) = x0， （7）
若有以下不等式成立：

V̇ ( t ) ≤ -ξV ( t ) - 2 γ̇ ( t )
γ ( t ) V ( t )，t ∈ [ t0，∞)， （8）

则称系统（7）在函数（2）给出的预定时间 T̂P内
达到全局稳定 .这里V ( t，x ( t ) ) 是一个连续可微的函

数，且满足 V ( t，0) = 0，V ( t，x ( t ) ) > 0，ξ是一个正实

数 .此外，有以下式子成立：

ì
í
î

V ( t ) ≤ γ ( t )-2exp-ξ ( t - t0 )V ( t0 )，t ∈ [ t0，t1 )，
V ( t ) ≡ 0，t ∈ [ t1，∞). （9）

引理 2［17］ 若A ∈ RN × N是一个非奇异M-矩阵，则存在

一个正定对角矩阵P = diag ( p1，p2，…，pN )，使得Q =
PA + A⊤P > 0成立，其中 ( p1，p2，…，pN )⊤ = (A⊤ )-11N.
引理 3［18］ 设 p (λ) 是给定的多项式，如果 λ是矩阵H

的特征值，而 x是相应的特征向量，那么 p (λ) 是矩阵

p (H ) 的特征值，并且 x是属于 p (H ) 的特征向量 .

3　主要结果

本节给出了两层网络实现预定时间层内同步

的充分条件 .
定理1 设假设1和假设2成立，若满足以下不等式：

σ = (c + ε ) λmin (Q̂ )
λmax ( P̂ ) - 2max{φ，ψ} > 0，（10）

d λmin (Q̂ )
λmax ( P̂ ) ≥ 2， （11）

则两层网络（1）在控制器（5）的作用下可在预

定时间 T̂P内实现预定时间层内同步，且同步状态在

[ t0 + T̂P，∞) 上保持不变 .

       证明    设x ( t ) = (( x11 ( t ) ) ⊤，…，( x1
N ( t ) ) ⊤，( x21 ( t ) ) ⊤，…，( x2

N ( t ) ) ⊤ )⊤ ∈ R2Nn，
                    E ( t ) = ((e11 ( t ) ) ⊤，…，(e1

N ( t ) ) ⊤，(e21 ( t ) ) ⊤，…，(e2
N ( t ) ) ⊤ )⊤ ∈ R2Nn，

误差系统（6）可改写为：

Ėi ( t ) =
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

f1 ( xi ( t ) ) - f1 ( s1 ( t ) ) - (c + ε + d γ̇ ( t )
γ ( t ) ) ∑

j = 1

2N
L̄ ij Ej ( t )， 1 ≤ i ≤ N，

f2 ( xi ( t ) ) - f2 ( s2 ( t ) ) - (c + ε + d γ̇ ( t )
γ ( t ) ) ∑

j = 1

2N
L̄ ij Ej ( t )， N + 1 ≤ i ≤ 2N，

（12）

这里 L̄ = L̂ + Î + é
ë
êêêê ù

û
úúúúIN 0N0N IN
，L̂ = é

ë
êêêê ù

û
úúúúL1 0N0N L2
，Î = é

ë
êêêê ù

û
úúúúIN -IN-IN IN
.

从 L̄的定义可知，L̄的主对角线元素 L̄ ii > 0，非 主对角线元素 L̄ ij ≤ 0，i ≠ j，且 L̄严格对角占优，所有
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特征值都具有正实部，由此可得 L̄是一个非奇异M-

矩阵 .则由引理 2可知，存在一个正定对角矩阵 P̂ =
diag ( p̂1，p̂2，…，p̂2N )，且有 Q̂ = P̂L̄ + L̄⊤ P̂ > 0成立，这

里 正 常 数 p̂1，p̂2，…，p̂2N 可 由 ( p̂1，p̂2，…，p̂2N )⊤ = 
( L̄⊤ )-112N确定 .

设F ( t，x ( t ) ) = ( f ⊤1 ( x11 ( t ) )，…，f ⊤1 ( x1
N ( t ) )，f ⊤2 ( x21 ( t ) )，…，f ⊤2 ( x2

N ( t ) ) ) ⊤ ∈ R2Nn，
F ( t，s ( t ) ) = ( f ⊤1 ( s1 ( t ) )，…，f ⊤1 ( s1 ( t ) )，f ⊤2 ( s2 ( t ) )，…，f ⊤2 ( s2 ( t ) ) ) ⊤ ∈ R2Nn，

因此，误差系统可转换为另一形式：

Ė ( t ) = F ( t，x ( t ) ) - F ( t，s ( t ) ) - (c + ε + d γ̇ ( t )
γ ( t ) ) ( L̄ ⊗ In )E ( t ). （13）

考虑以下候选Lyapunov函数：

V ( t ) = E⊤ ( t ) ( P̂ ⊗ In )E ( t )， （14）
且V ( t ) 对变量 t求导，可得：

V̇ ( t ) = 2E⊤ ( t ) ( P̂ ⊗ In )Ė ( t ) =
              2E⊤ ( t ) ( P̂ ⊗ In ) [ F ( t，x ( t ) ) - F ( t，s ( t ) ) - (c + ε + d γ̇ ( t )

γ ( t ) ) ( L̄ ⊗ In )E ( t ) ] =
              2E⊤ ( t ) ( P̂ ⊗ In ) [ F ( t，x ( t ) ) - F ( t，s ( t ) ) ] - 2 (c + ε + d γ̇ ( t )

γ ( t ) )E⊤ ( t ) ( P̂L̄ ⊗ In )E ( t )，
（15）

由假设1和假设2可得：

V̇ ( t ) ≤ 2max{φ，ψ}E⊤ ( t ) ( P̂ ⊗ In )E ( t ) - (c + ε + d γ̇ ( t )
γ ( t ) )E⊤ ( t ) [ ( P̂L̄ + L̄⊤ P̂ ) ⊗ In ]E ( t ) =

              2max{φ，ψ}E⊤ ( t ) ( P̂ ⊗ In )E ( t ) - (c + ε + d γ̇ ( t )
γ ( t ) )E⊤ ( t ) (Q̂ ⊗ In )E ( t ) ≤

              2max{φ，ψ}E⊤ ( t ) ( P̂ ⊗ In )E ( t ) - (c + ε + d γ̇ ( t )
γ ( t ) ) λmin (Q̂ )

λmax ( P̂ ) E
⊤ ( t ) ( P̂ ⊗ In )E ( t ) =

              2max{φ，ψ}V ( t ) - (c + ε + d γ̇ ( t )
γ ( t ) ) λmin (Q̂ )

λmax ( P̂ ) V ( t ) = -

              ( (c + ε ) λmin (Q̂ )
λmax ( P̂ ) - 2max{φ，ψ} )V ( t ) - d λmin (Q̂ )

λmax ( P̂ )
γ̇ ( t )
γ ( t ) V ( t ).

（16）

将（10）式和（11）式代入（16）式，可得：

V̇ ( t ) ≤ -σV ( t ) - 2 γ̇ ( t )
γ ( t ) V ( t )， （17）

这表明 V ( t ) 在 [ t0，t1 ) 内单调递减，根据引理 1
可得：

V ( t ) ≤ γ ( t )-2 exp-σ ( t - t0 )V ( t0 ). （18）
注意到，当 t → t-1 时 γ ( t )-2 → 0，进而可推出

V ( t ) → 0.于是有：

λmin ( P̂ )  E ( t ) 2 ≤ E⊤ ( t ) ( P̂ ⊗ In )E ( t ) ≤
                                   γ ( t )-2 exp-σ ( t - t0 )V ( t0 ) ≤
                                  γ ( t )-2 exp-σ ( t - t0 )λmax ( P̂ )  E ( t0 ) 2.

（19）
这意味着 t → t-1 时，有  E ( t ) → 0. 因此，当

t ∈ [ t0，t1 )，两层网络（1）可以在预定时间 T̂P内实现

同步 .

下面考虑 t ∈ [ t1，∞) 的情况，选取与（14）式相同

的一个Lyapunov函数，并执行相同的步骤，可得：

V̇ ( t ) ≤ -σV ( t ) ≤ 0，t ∈ [ t1，∞). （20）
注意到V ( t ) 是可微的，因此有：

0 ≤ V ( t ) ≤ V ( t1 ) = V ( t-1 ) → 0，t ∈ [ t1，∞)，（21）
由此可得 V ( t ) ≡ 0，即在 [ t1，∞) 上 E ( t ) ≡ 0. 综

上所述，可知两层网络（1）在预定时间 T̂P内实现同

步，并在此后保持同步状态 .
下面证明控制器（5）在 [ t0，∞) 上是一致有界的 .
对于 t ∈ [ t0，t1 )，由（19）式可得：

 E ( t ) ≤ λmax ( P̂ )
λmin ( P̂ ) γ ( t )-1 exp-σ ( t - t0 )

2  E ( t0 ) .（22）
设U ( t ) = ( (u11 ( t ) ) ⊤，…，(u1

N ( t ) ) ⊤，(u21 ( t ) ) ⊤，…，

(u2
N ( t ) ) ⊤ )⊤ ∈ R2Nn，可将控制器（5）转换为另一形式：
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U ( t ) ≤ -(c + ε + d γ̇ ( t )
γ ( t ) )E ( t ) - (ε + d γ̇ ( t )

γ ( t ) ) ( L̂ ⊗ In )E ( t ) -
(c + ε + d γ̇ ( t )

γ ( t ) ) ( Î ⊗ In )E ( t )，
（23）

则有：

 U ( t ) ≤ (c + ε + d γ̇ ( t )
γ ( t ) )  E ( t ) + (ε + d γ̇ ( t )

γ ( t ) )  ( L̂ ⊗ In )  E ( t ) +
                   (c + ε + d γ̇ ( t )

γ ( t ) )  ( Î ⊗ In )  E ( t ) ≤
                   [ c (1 +  Î ) + ε (1 +  L̂ +  Î ) + d γ̇ ( t )

γ ( t ) (1 +  L̂ +  Î ) ]  E ( t ) ≤
                   [ c (1 +  Î ) + ε (1 +  L̂ +  Î ) + d γ̇ ( t )

γ ( t ) (1 +  L̂ +  Î ) ] ×

                   λmax ( P̂ )
λmin ( P̂ ) γ ( t )-1 exp-σ ( t - t0 )

2  E ( t0 ) ，

（24）

注意到
γ̇ ( t )
γ ( t ) = a

T̂P
γ ( t ) 1

a，0 < γ ( t )-1 ≤ 1，0 < γ ( t ) 1
a - 1 ≤ 1，0 < exp-σ ( t - t0 )

2 ≤ 1，则有：

 U ( t ) ≤ [ c (1 +  Î ) + (ε + d a
T̂P

) (1 +  L̂ +  Î ) ] λmax ( P̂ )
λmin ( P̂ )  E ( t0 ) . （25）

这意味着控制器在 [ t0，t1 ) 上一致有界 . 对于

t ∈ [ t1，∞)，由 E ( t ) ≡ 0可得U ( t ) ≡ 0，这表明控制输

入 U ( t ) 在区间 [ t1，∞) 上也是一致有界的 . 因此可

得，U ( t ) 在区间 [ t0，∞) 上一致有界，证毕 .
注 1 值得注意的是，两层网络（1）的层内拓扑结

构不必是强连通的，这意味着即使存在孤立节点，

两层网络（1）也可在定理 1 的条件下实现预定时间

层内同步 .
注 2 若两层网络（1）的层内拓扑结构是无向的，

由 L̄ 的定义可知，此时 L̄ 是一个对称矩阵，且满

足 行 和 为 1，即 L̄12N = 12N，等 式 两 边 同 时 左 乘

L̄-1，得 L̄-1 L̄12N = L̄-112N = 12N，则 ( p̂1，p̂2，…，p̂2N )⊤ =
( L̄⊤ )-112N = L̄-112N = 12N，即 P̂ = I2N，根据 Q̂的定义，

可 知 Q̂ = P̂L̄ + L̄⊤ P̂ = 2L̄ = 2( L̂ + Î + I2N ) = 2 ( L̂ +
Î ) + 2I2N，再根据引理3可得λmin (Q̂ ) = λmin (2 ( L̂ + Î ) +
2I2N ) = 2λmin ( L̂ + Î ) + 2，因此，可以得到以下推论1.

推论 1 设假设 1和假设 2成立，且两层网络（1）
每层的层内拓扑结构是无向的，若下面两个不等式

成立：

(c + ε ) - max{φ，ψ} > 0， （26）
d ≥ 1. （27）

则两层网络（1）在控制器（5）的作用下可在预定时

间 T̂P内实现预定时间层内同步，且同步状态在 [ t0 +
T̂P，∞) 保持不变 .

4　数值仿真

本节通过图 1所示的两层异构网络来验证理论

推导结果的正确性 . 第一层节点的动力学如下：

f1 (ω ( t ) ) =

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

1
2 (|ω1 ( t ) + 1| - |ω1 ( t ) - 1|)
1
2 (|ω2 ( t ) + 1| - |ω2 ( t ) - 1|)
1
2 (|ω3 ( t ) + 1| - |ω3 ( t ) - 1|)，

（28）

这里 ω ( t ) = (ω1 ( t )，ω2 ( t )，ω3 ( t ) ) ⊤ 表示系统的

状态向量 .

第二层节点的动力学由Chua’s电路系统描述：

图1 两层网络示意图

Fig. 1　Schematic diagram of the duplex network
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f2 ( ω̂ ( t ) ) =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú-α α 0
1 -1 1
0 -β 0

é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úúú
ú

ú

úω̂1 ( t )
ω̂2 ( t )
ω̂3 ( t )

+
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú-αF ( ω̂1 ( t ) )
0
0

， （29）

这里 ω̂ ( t ) = ( ω̂1 ( t )，ω̂2 ( t )，ω̂3 ( t ) ) ⊤表示系统的状

态 向 量 ，α = 2.8，β = 3.1，F (ω1 ( t ) ) = μω1 ( t ) +
ν - μ

2 (|ω1 ( t ) + 1| - |ω1 ( t ) - 1|)，μ = -0.73，υ = -1.34.
对于∀x̄ ( t )，ȳ ( t ) ∈ R3，有：

( x̄ ( t ) - ȳ ( t ) ) ⊤ ( f1 ( x̄ ( t ) ) - f1 ( ȳ ( t ) ) ) ≤ ( x̄1 ( t ) - ȳ1 ( t ) ) ⊤ ( x̄1 ( t ) - ȳ1 ( t ) ) +
                                                                          ( x̄2 ( t ) - ȳ2 ( t ) ) ⊤ ( x̄2 ( t ) - ȳ2 ( t ) ) +
                                                                          ( x̄3 ( t ) - ȳ3 ( t ) ) ⊤ ( x̄3 ( t ) - ȳ3 ( t ) ) =
                                                                          ( x̄ ( t ) - ȳ ( t ) ) ⊤ ( x̄ ( t ) - ȳ ( t ) )，

（30）

则可取φ = 1.设 Ā =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú-α α 0
1 -1 1
0 -β 0

，g ( x̂ ( t ) ) =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú-αF ( x̂1 )
0
0

，对于∀x̂ ( t )，ŷ ( t ) ∈ R3，可得：

( x̂ ( t ) - ŷ ( t ) ) ⊤ ( f2 ( x̂ ( t ) ) - f2 ( ŷ ( t ) ) ) = ( x̂ ( t ) - ŷ ( t ) ) ⊤ Ā( x̂ ( t ) - ŷ ( t ) ) +
                                                                          ( x̂ ( t ) - ŷ ( t ) ) ⊤ (g ( x̂ ( t ) ) - g ( ŷ ( t ) ) ) ≤
                                                                          12 ( x̂ ( t ) - ŷ ( t ) ) ⊤ ( Ā + Ā⊤ ) ( x̂ ( t ) - ŷ ( t ) ) +
                                                                          |αv|( x̂1 ( t ) - ŷ1 ( t ) ) ⊤ ( x̂1 ( t ) - ŷ1 ( t ) ) ≤
                                                                          12 λmax ( Â + Â⊤ ) ( x̂ ( t ) - ŷ ( t ) ) ⊤ ( x̂ ( t ) - ŷ ( t ) )，

（31）

这 里 Â = Ā + diag (|αv|，0，0)，故 可 取 ψ =
1
2 λmax ( Â + Â⊤ ) = 2.26.经计算，可得λmin (Q̂ ) = 1.8257，
λmax ( P̂ ) = 2.2838. 设 c = 2.5，ε = 3.2，d = 2.6，此时

（10）式和（11）式成立，设（2）式中 a = 3，预定时间

T̂P = 1s，两层网络中所有节点的初始状态都从

［0，2］中随机选择 . 图 2 和图 3 分别表示两层网络

每层的同步误差分量随时间的变化曲线，可以

看出，两层网络在控制器（5）的作用下 ，能在

预定时间 T̂P = 1s 内实现同步，并在此后保持同

步 状 态 . 定 义 网 络 的 同 步 总 误 差 为 E ( t ) =
1

2N ( ∑
i = 1

N

 x1
i ( t ) - s1 ( t ) 2 + ∑

i = 1

N   x2
i ( t ) - s2 ( t ) 2 ). 为

了讨论不同初值和控制参数对网络同步的影响，令

X01，X02 和 X03 分别表示初值在［0，2］，［－5，5］和

［6，7］中随机选择，图 4展示了预定时间和控制参数

固定，初值分别为 X01，X02 和 X03 时网络同步总误差

的变化曲线，图 5描绘了初值和预定时间固定，分别

取 ε = 3.5，ε = 6 和 ε = 8.5 时网络同步总误差的变

化，结果表明，网络同步总误差在预定时间 T̂P = 1s
内收敛至零，且收敛时间不依赖于初始值和控制参

数 .最后，在相同的初值和控制参数条件下，分别选

取 T̂P = 0.5 s和 T̂P = 1.5 s两种不同的预定时间进行

对比，如图 6 所示，同步现象可在任意指定时间内

实现 .

图2 第一层的同步误差分量的变化轨迹

Fig. 2　The variation trajectory of the synchronous error component in 
the first layer

图3 第二层的同步误差分量的变化轨迹

Fig. 3　The variation trajectory of the synchronous error component in 
the second layer
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5　结论

本文研究了多层网络预定时间层内同步问题，

基于Lyapunov稳定性理论、不等式放缩技术和M-矩

阵的性质，得到了多层网络预定时间同步准则，丰

富了多层网络预定时间同步理论，最后通过数值仿

真验证了提出的理论的有效性 . 结合实际应用需

求，未来研究将重点关注牵制控制下多层网络预定

时间同步问题 .
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