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摘 要：基于弹性力学理论，结合深度学习技术，发展了一种求解薄板几何非线性弯曲分析的多项

式解法。 为满足边界条件并实现快速求导，首先基于符号微分计算并搭建好位移试函数模型，该模

型的输入为求解域内任意一点的坐标，并输出与之对应的位移，再考虑基于变分原理的几何非线性

弯曲理论，以薄板的系统势能构造目标函数，最后结合自动微分计算目标函数的梯度，并结合 Adam
优化算法进行参数优化，直至得到最优的参数向量，进而得到薄板位移显式的多项式级数解答。 两

种微分技术的结合提高了程序的易用性与准确性，本研究求解了不同形状、边界下薄板的几何非线

性弯曲问题，分析了不同阶次下多项式级数解答的收敛性，并将本研究解与 Abaqus 有限元解及文

献解进行对比，证明了本方法的有效性和适用性。
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Abstract:Based
 

on
 

the
 

theory
 

of
 

elastic
 

mechanics
 

and
 

combined
 

with
 

deep
 

learning
 

technique，
 

a
 

polyno-
mial

 

method
 

for
 

solving
 

geometric
 

nonlinear
 

bending
 

analysis
 

of
 

thin
 

plates
 

is
 

developed.
 

In
 

order
 

to
 

satisfy
 

the
 

boundary
 

conditions
 

and
 

realize
 

rapid
 

derivation，
 

trial
 

function
 

model
 

of
 

the
 

displacement
 

is
 

built
 

based
 

on
 

symbolic
 

differential
 

calculation.
 

The
 

input
 

of
 

the
 

model
 

is
 

the
 

coordinates
 

of
 

any
 

point
 

in
 

the
 

so-
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lution
 

domain，
 

and
 

the
 

output
 

is
 

the
 

corresponding
 

displacement.
 

Considering
 

the
 

geometric
 

nonlinear
 

bending
 

theory
 

based
 

on
 

variational
 

principle，
 

the
 

objective
 

function
 

is
 

constructed
 

by
 

the
 

systemic
 

poten-
tial

 

energy
 

of
 

thin
 

plate.
 

Last，the
 

gradient
 

of
 

the
 

objective
 

function
 

is
 

calculated
 

by
 

the
 

automatic
 

differen-
tiation，

 

and
 

the
 

parameters
 

are
 

optimized
 

by
 

the
 

gradient
 

descent
 

method
 

until
 

the
 

optimal
 

parameter
 

vec-
tor

 

is
 

obtained.
 

Then
 

the
 

explicit
 

polynomial
 

series
 

solution
 

of
 

the
 

displacement
 

is
 

obtained.
 

The
 

combina-
tion

 

of
 

the
 

two
 

differential
 

techniques
 

improves
 

the
 

ease
 

of
 

use
 

and
 

accuracy
 

of
 

the
 

program.
 

In
 

this
 

paper，
 

the
 

geometric
 

nonlinear
 

bending
 

problems
 

of
 

thin
 

plates
 

with
 

different
 

shapes
 

and
 

boundaries
 

are
 

solved，
 

and
 

the
 

convergence
 

of
 

polynomial
 

series
 

solutions
 

under
 

different
 

orders
 

is
 

analyzed.
 

The
 

solution
 

is
 

com-
pared

 

with
 

the
 

Abaqus
 

finite
 

element
 

solution
 

and
 

the
 

literature
 

solution，
 

which
 

proves
 

the
 

effectiveness
 

and
 

applicability
 

of
 

the
 

method.
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  板作为重要的工程构件，相比于线性弯曲，其非

线性弯曲性能更加贴合工程实际。 自 20 世纪初，薄
板的非线性弯曲问题一直受到广大学者的关注，产
生了一系列的数值解法。 江涛等[1]应用辛叠加法，
得到了正交各向异性矩形薄板在均匀荷载下弯曲问

题的解析解。 申国哲等[2]建立了近场动力学和连续

介质力学耦合模型，用于薄板大变形弯曲和断裂分

析。 MO
 

等[3]使用 SFPM法研究了功能梯度板的非

线性弯曲行为。 WATTS 等[4]使用无网格伽辽金法

研究了四边形复合材料板的几何非线性弯曲问题。
陈英杰等[5]应用矩形薄板修正的功的互等法，推导

了大挠度弯曲的广义位移解。 ZHANG[6]使用 Ritz
法得到了超椭圆薄板非线性弯曲的近似解答。 LI
等[7]使用微分求积法和迭代法求解了应变梯度薄圆

板的非线性轴对称弯曲。 YU[8]应用分层小波方法

分析了几何各向异性薄板非线性弯曲。 AL-SHU-
GAA等[9]基于 Ritz法提出的广义矩阵，处理了矩形

各向异性薄板大挠度弯曲问题。 CHEN 等[10]利用

摄动法设置环形薄板的边界条件和初始条件，推导

出非线性大挠度变形解析式。 曹天捷[11]建立了圆

心处非奇异的轴对称大挠度圆板弯曲微分方程，利
用常微分数值解法进行求解。 张迅炜等[12]基于能

量原理，利用 Gröbner基法求解了轴对称圆薄板大挠

度弯曲问题的变分列式。 AGHELINEJAD等[13]利用

打靶法对功能梯度薄板的非线性弯曲常微分方程进

行了数值求解。 江福汝[14]利用摄动法研究了环形

和圆形薄板在不同边界条件下的非对称非线性弯曲

问题，并导出一致有效的渐进解。 周次清[15]利用摄

动法研究了正交各向异性矩形薄板的非线性弯曲问

题，导出了挠度和应力函数一致有效的 n 阶渐近解。

杨天祥等[16]提出内部配点法和混合配点法求解方

案，研究了均布荷载作用下矩形板的大挠度弯曲问

题。 陈子棨等[17]使用挠度试函数作为双三角级数，
并利用最小二乘内部配点法求解薄板几何非线性弯

曲问题。 杨加明等[18]假设位移函数为梁振动函数，
对 Karman型正交异性薄板的几何非线性弯曲进行

了统一分析。 武兰河等[19]假设位移函数为二元多

项式与描述边界形状的基本函数的乘积，利用 pb-
2Ritz法求解任意四边形薄板的几何非线性弯曲问

题。 侯祥林等[20]运用有限差分法和动态设计变量

优化算法原理，
 

给出了薄板弯曲大变形挠度求解的

动态设计变量优化算法。
除上述解法外，近年来，随着计算机技术在机器

学习领域的快速发展，神经网络方法凭借其强大的

函数逼近能力，被广泛应用于由偏微分方程描述的

力学问题的求解中。 RAISSI 等[21]提出物理信息神

经网络（physics
 

informed
 

neural
 

networks，PINN）求解

非线性偏微分方程。 SIRIGNANO 等[22]利用深度伽

辽金法求解偏微分方程。 SAMANIEGO等[23]提出了

深度能量法用于偏微分方程的求解，给出了弱形式

解答。 GOSWAMI等[24]结合迁移学习技术，提出了

增强的 PINN 用于断裂问题的相场建模。 YANG
等[25]提出贝叶斯神经网络研究了含有噪声数据的

偏微分方程。 WANG 等[26]提出了基于子域神经网

络的能量方法求解复杂几何的变分问题。 唐明健

等[27]利用深度学习技术求解了矩形薄板力学正反

问题。 黄钟民等[28]提出了面内变刚度薄板弯曲问

题的挠度-弯矩耦合的神经网络解法。 E 等[29]将深

度学习与 Ritz法相结合，提出深度 Ritz 法求解变分

问题。 ZHUANG等[30]
 

将迁移学习与能量方法结合，
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分析 了 Kirchhoff 板 的 弯 曲、振 动 和 屈 曲 问 题。
NGUYEN-THANH等[31]利用深度能量法求解超弹性

问题。 郭宏伟等[32]将深度能量法和深度配点法用

于薄板弯曲问题的求解。 张纯等[33]提出了一种结

合深度残差网络和自编码器特征的深度神经网络代

理模型，准确预测了结构应力、应变等力学场量的大

小与分布。 此外，神经网络方法也适用于力学反问

题的分析，如裂纹识别[34]等。 神经网络模型实质上

是建立输入与输出的函数关系，通过训练不断优化

网络内部参数进而确定该函数关系。 基于深度学习

技术，很多不同的方法被提出，这很大程度上与自动

微分技术的成熟有关，通过对上层数学运算的编写

及自动微分的变量跟踪，可以很容易求得误差函数

的梯度，而无需考虑底层求导接口的设计。 然而一

个训练完成的深度神经网络模型，将其内部的参数

及激活函数整合所得的函数表达式会显得极其复

杂，因而许多人将其视为“黑盒”。 与有限元等解法

相比，其内部的运算机制较为复杂，同时过大的网络

会导致较多的待优化参数，进而导致计算资源的浪

费。 对于弹性力学中的大部分问题，已有许多常见

的解法，将这些解法与深度学习技术相结合，可进一

步丰富其灵活性。
本研究借鉴传统的弹性力学解法，假设位移试

函数为多项式级数形式，以此构建输入与输出的数

值模型，并以薄板系统势能作为目标函数，利用深度

学习中常用的优化算法对其进行优化，分析了薄板

几何非线性弯曲变形。 此外，目标函数中包含模型

输出关于输入的偏导数。 为提升计算效率，本研究

利用符号微分求解模型输出关于输入导数的显式表

达式，并存储为代码段供后续调用。 为使得这些数

值模型的内部参数最优，利用自动微分求出目标函

数关于网络参数的梯度，并考虑历史梯度的影响，通
过梯度下降算法对模型参数进行迭代优化。 同时为

求得薄板的荷载-位移关系，本研究将荷载进行分

段，在每个荷载迭代步下进行上述迭代过程，除第一

个迭代步外，其余迭代步的模型参数均来自上一迭

代步。 最后通过对不同算例的求解分析，对本方法

的收敛性及有效性进行分析。

1 薄板几何非线性弯曲理论

对于薄板的非线性弯曲问题，基于变分原理推

导出薄板的系统势能。 假设薄板的弹性模量为 E，

厚度为 t，泊松比为 μ，刚度为 D，均布荷载为 q。 薄

板的形变势能包括弯曲形变的势能 U1  和中面应变

的势能 U2。 弯曲形变的势能 U1 为

U1 = ∫
V

1
2
σT1ε1dV （1）

式中，弯曲应力 σ1 为

σ1 =

- Ez
1 - μ 2

∂2w
∂x2
+ μ ∂

2w
∂y2（ ）

- Ez
1 - μ 2

∂2w
∂y2
+ μ ∂

2w
∂x2（ ）

- Ez
1 + μ

∂2w
∂x∂y

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

=

- Ez
1 - μ 2

wxx + μwyy（ ）

- Ez
1 - μ 2

wyy + μwxx（ ）

- Ez
1 + μ

wxy

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
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（2）

弯曲应变 ε1 为

ε1 =

-z ∂
2w
∂x2

-z ∂
2w
∂y2

-2z ∂
2w
∂x∂y

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

=

-zwxx
-zwyy
-2zwxy

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

（3）

将式（2）和式（3）代入式（1），得位移表示的弯

曲形变势能为

  U1 =
1
2 ∬D[ wxx + wyy（ ） 2 -

2 1 - μ（ ） wxxwyy - w2xy（ ） ]dxdy
 

（4）
式中，薄板刚度 D为

D = Et3

12 1 - μ 2（ ）

 

（5）

中面应变势能 U2 为

U2 = ∫
V

1
2
σT2ε2dV = ∬ 12 NTε2dxdy （6）

式中:σ2 为中面应力；中面内力 N 为

N =

Et
1 - μ 2

ε x + με y（ ）

Et
1 - μ 2

ε y + με x（ ）

Et
2 1 + μ（ ）

γ xy

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣

（7）
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中面应变 ε2 为

ε2 =
ε x
ε y
γ xy

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

=

ux +
1
2
w2x

vy +
1
2
w2y

vx + uy + wxwy

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣

 

（8）

将式（7）和式（8）代入式（6），得

U2 =
Et

2 1 - μ（ ） 2
∬{ u2x + v2y + uxw2x + vyw2y +

1
4
w2x + w2y（ ） 2 + μ uxw2y + vyw2x + 2uxvy（ ） +

1 - μ（ ）
㊣

㊣
㊣
㊣
1
2
v2x +

1
2
u2y + vxuy +

2 vx + uy（ ） wxwy
㊣

㊣
㊣
㊣ } dxdy  

（9）

薄板的总应变能 U为

U = U1 + U2 （10）
薄板的外力功 W为

W = ∫
Ω
qwdΩ （11）

式中，Ω表示薄板的求解域。
故薄板的系统势能 П为

П = U + W
 

（12）

2 基于深度学习的多项式级数解

2. 1 位移试函数的多项式级数模型

对于薄板的大挠度弯曲问题，可假设位移试函

数为多项式级数形式，采用符号微分快速求解目标

函数中位移的偏导项，利用自动微分技术计算目标函

数与待优化参数间的梯度，结合常见的优化算法对参

数进行优化。
对于常见的边界条件，可以假设位移试函数为

H x，y；Ai（ ） = φ i x，y（ ） N x，y；Ai（ ）  i = u，v，w
（13）

式中:H（x，y；Ai）表示挠度试函数 w（x，y；Aw）、水平位

移试函数 u（x，y；Au）以及竖向位移试函数 v（x，y；
Av）；Ai 为待优化的参数张量（Aw、Au、Av 分别表示挠

度、水平位移及竖向位移的参数张量）；φi（x，y）为使

H（x，y；Ai）满足边界条件的距离函数；N（x，y；
 

Ai）采
用多项式级数进行构造，形式如下

N x，y；Ai（ ） = PAi  （14）
式中，多项式向量 P 为

P =

[1 x y x2 xy y2 x3 x2y xy2 y3 …

㊣㊣ ㊣㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣n

]

系数张量 Ai 为
Ai = [ai1 ai2 ai3 ai4 … ain]T

式中，n表示多项式级数的项数。
本研究采用的多项式级数模型如图 1 所示。 根

据不同的边界条件，分别构造出薄板的位移试函数

H（x，y；Ai）后，利用符号微分构建位移试函数的各阶

导函数模型。 当数据点传入模型后，便能快速得到位

移及其各阶导数的预测值 w，u，v，wx，…，vyy，进而求出

薄板的系统势能，创建目标函数，再通过自动微分技

术得到系统势能与参数张量的关系，采用 Adam优化

算法进行优化，最终求出最优的参数向量，即可求出

位移试函数的显式表达式。

图 1 多项式级数模型

Fig. 1 Polynomial
 

series
 

model
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  本研究的级数模型是由程序通过符号微分运算

进行搭建的，在给定的 φi（x，y）下，通过更改参数 n即
可搭建模型的计算框架。

2. 2 损失函数

边界条件由距离函数 φi（x，y）满足，故损失函数

仅由薄板的系统势能组成。 即

L（A）= П（x，y；A） （15）
式中:势能 П是多项式级数模型预测的位移 w、u、v的
函数；张量 A 是由 Aw、Au、Av 构成的集合。

本研究通过构造特解的方式处理简单的本质边

界条件，对于复杂的边界条件需在损失函数中考虑。
本质边界条件包括简支、固支、自由边界。

1）固支边界 Г1
w（xΓ1，yΓ1；Aw）= 0，

 

u（xΓ1，yΓ1；Au）= 0，

v（xΓ1，yΓ1；Av）= 0，
 

∂w（xΓ1，yΓ1；Aw）

∂n
=0

 

（16）

式中，n代表边界的外法线方向。
2）简支边界 Г2
w（xΓ2，yΓ2；Aw）= 0，

 

u（xΓ2，yΓ2；Au）= 0，
v（xΓ2，yΓ2；Av）= 0

  

（17）
3）简支边界 Г3:无约束。

2. 3 参数优化

模型训练过程即为参数优化过程，即利用自动微

分技术计算误差函数关于参数张量 A 的梯度并结合

优化算法进行误差的反向传播，通过不断地循环训

练，得到最优的参数张量 A∗，使得误差函数最小，即
A∗ = arg min

A∈ℜ
L（A）

 

（18）

当参数向量取到 A∗时，此时模型输出的位移即

为薄板的真实位移。

2. 4 优化算法

输入:损失函数 L （A），学习率 α，阈值 ε =
1×10-8。

输出:最优参数 A∗。
1）初始化参数 A。
2）for

 

Qt  in
 

range
 

（Q0，Qn，
 

step）: / /
 

荷载分段:
Q0 为起始荷载；Qt 为当前荷载；Qn 为终止荷载；step
为荷载步长。

for
 

epoch
 

in
 

range（T）: / /
 

模型训练:T 为模型

的总训练次数；用 t表示 epoch当前的值。
a）获取损失函数 L（A），利用自动微分技术计算

梯度值 gt← AL（A）。
b）At =At-1-αgt，对参数 A 进行更新。
c）Norm（At -At-1） ＜ε，训练结束，返回最优参数

A∗←At / /
 

Norm表示求向量或矩阵的 L2范数操作。

3 算 例

本研究算例均使用 Adam 优化算法进行参数优

化，学习率根据实际计算在 10-2 ～10-4 间调整，位移试

函数根据边界条件进行假设。 在 Abaqus 分析中，均
采用足够数量的 STRI3单元离散求解域，得到收敛的

Abaqus解。 每个算例中，将本研究解、文献解或

Abaqus解对比，对比结果由相对误差表示。 相对误差

e = （u - u∗） / u∗，其中，u 表示本研究解，u∗ 表示

Abaqus解或文献解，e表示相对误差。
 

3. 1 三角形薄板

周边简支的三角形薄板如图 2 所示，薄板参数

a= 1 m，薄板厚度 t=0. 01 m，弹性模量 E=3 MPa，泊松

比 v=0. 3，均布荷载 q。 为了说明本研究方法的有效

性，分别求解该三角形薄板的小挠度弯曲和大挠度弯

曲问题。

图 2 三角形薄板

Fig. 2 Triangular
 

thin
 

plate

本研究所述方法基于能量原理，在简支边界处的

应力边界条件得到自然满足，仅需要约束位移边界条

件，各位移试函数构造为

H（x，y；Ai） = x + a
3（ ） y -

1
3
x - 2a
3（ ）㊣

㊣

㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
·

y + 1
3
x - 2a
3（ ）㊣

㊣

㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
N（x，y；Ai）
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式中，N（x，y；Ai）由三阶多项式级数（n=10）构造为

N（x，y；Ai） = PAi，

P = 1 x y x2 xy y2 x3 x2y xy2 y3[ ] ，
 

Ai = ai1 ai2 ai3 ai4 ai5 ai6 ai7 ai8 ai9 ai10[ ] T

该问题小挠度弯曲的理论解答为[35]

w =
q0
64aD

x3 - 3y2x - a x2 + y2（ ） + 4
27
a3㊣

㊣
㊣㊣

㊣

㊣
㊣㊣·

4
9
a2 - x2 - y2（ ）

取 q=-1 N / m2，计算该薄板的小挠度弯曲问题。
经过优化，本研究方法所得的 w（x，y；Aw）的系数及其

理论解答对比见表 1。 由对称性可知，该算例的挠度

解答为 y的偶函数，因此理论解答中 y 的奇次项系数

均为 0，而优化得到的奇次项系数也达到一个极小值，
其他项系数的求解也与理论解答较为接近。

表 1 本节方法所求系数与理论解答对比

Tab. 1 Comparison
 

of
 

parameters
 

calculated
 

by
 

the
 

method
 

in
 

this
 

section
 

and
 

the
 

theoretical
 

solutions

项 本节方法 理论解答

1 -3. 755 8×10-3 -3. 744 9×10-3

x 3. 989 2×10-9 0

y -1. 186 1×10-10 0

x2 3. 384 0×10-2 3. 370 4×10-2

y2 3. 384 0×10-2 3. 370 4×10-2

x3 -2. 535 1×10-2 -2. 527 8×10-2

xy2 7. 605 3×10-2 7. 583 3×10-2

y3 1. 322 9×10-9 0

x4 -5. 729 3×10-2 -5. 687 5×10-2

x3y -2. 610 3×10-9 0

x2y2 -1. 145 9×10-1 -1. 137 5×10-1

y4 -5. 729 3×10-2 -5. 687 5×10-2

x5 5. 728 7×10-2 -5. 687 5×10-2

x3y2 -1. 145 7×10-1 -1. 137 5×10-1

xy4 -1. 718 6×10-1 -1. 706 2×10-1

  取 q= 80 N / m2，计算该薄板的大挠度弯曲问题，
各位移表达式中的参数优化结果见表 2。 本研究方法

得到的结果与有限元解的结果相一致，其中 Abaqus
采用 529个 STRI3单元对求解域进行离散，绘制的荷

载位移曲线如图 3所示。

表 2 三角形薄板大挠度弯曲的参数优化结果（q=80 N / m2）
Tab. 2 Parameter

 

optimization
 

results
 

for
 

large
 

deflection
 

bending
 

of
 

triangular
 

thin
 

plate（q=80 N / m2）

参数 w（x，y；Aw） u（x，y；Au） v（x，y；Av）

ai 1 -5. 019 6×10-1 4. 565 5×10-6 8. 246 3×10-11

ai 2 3. 019 5×10-3 -5. 330 1×10-2 -1. 272 4×10-9

ai 3 -7. 269 5×10-9 -1. 402 7×10-9 -5. 323 1×10-2

ai 4 3. 416 9×10-1 6. 512 9×10-2 -5. 691 1×10-9

ai 5 -4. 920 8×10-8 -3. 654 0×10-9 -1. 302 5×10-1

ai 6 3. 384 4×10-1 -6. 469 7×10-2 -3. 101 2×10-9

ai 7 -3. 620 9×10-1 5. 523 9×10-2 1. 776 9×10-8

ai 8 -1. 426 6×10-7 -8. 480 0×10-10 5. 542 9×10-2

ai 9 9. 720 6×10-1 5. 943 6×10-2 -3. 122 2×10-9

ai 10 -1. 800 7×10-8 1. 295 2×10-8 5. 514 2×10-2

图 3 三角形薄板大挠度弯曲下的荷载位移曲线

Fig. 3 Load-displacement
 

curve
 

under
 

large
 

deflection
 

bendingof
 

triangular
 

thin
 

plate

3. 2 方形薄板

图 4 所示的周边简支的方形薄板受均布荷载

q=q0 作用，厚度为 t，弹性模量 E 为常量。 求解薄板

的非线性弯曲问题。

图 4 方形薄板

Fig. 4 Square
 

thin
 

plate
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为了便于结果对比，选取无量纲公式为

q- = qa
4

Et4
，w- = w

t
式中:q- 和 w- 代表无量纲的荷载和挠度；q和 w表示实

际的荷载和挠度。 采用二阶的多项式级数（n = 6）构
造位移试函数为

H（x，y；Ai） = x + a
2（ ） x - a2（ ） y + a2（ ） y - a2（ ）·

N（x，y；Ai）

本算例使用 5 000个积分点作为位移试函数模型

的输入数据，Abaqus 有限元分析使用 5 000 个 STRI3
单元离散。 为了说明本研究方法计算结果的精确性，
表 3展示了本研究解与文献[36]解、Abaqus 解的无

量纲挠度对比。 相对误差 1 表示本研究解与文献解

的相对误差，相对误差 2 表示本研究解与 Abaqus 解
的相对误差。 可见，相对误差 1 在 3%内，相对误差

2在 1%以内，均满足较好的计算精度。

表 3 方形薄板中心点无量纲挠度对比（n=6）
Tab. 3 Comparison

 

of
 

dimensionless
 

deflection
 

at
 

the
 

center
 

point
 

of
 

a
 

square
 

thin
 

plate
 

（n=6）

q- / 9. 157
 

5 文献[36]解 Abaqus解 本研究解 相对误差 1 / % 相对误差 2 / %

1 0. 348 0. 347 0. 346 -0. 29 -0. 29

4 0. 830 0. 815 0. 809 -2. 53 -0. 74

16 1. 497 1. 463 1. 458 -2. 61
 

-0. 34
 

64 2. 444 2. 390 2. 394 -2. 05
 

0. 17

200 3. 574 3. 510 3. 522 -1. 45 0. 34

500 4. 844 4. 769 4. 785 -1. 22 0. 34

  此外，讨论多项式级数的阶数对结果收敛性的影

响。 由图 5可以看出，当位移试函数采用二阶以上多

项式级数（n=6）构造时，结果较好地收敛于文献解和

Abaqus解，表明优化得到的位移试函数 w（x，y；
 

Aw）
能够较好地逼近真实的位移函数。

图 5 方形薄板中心点无量纲挠度的收敛性分析

Fig. 5 Convergence
 

analysis
 

of
 

dimensionless
 

deflection
 

at
 

the
 

center
 

point
 

of
 

square
 

thin
 

plate

3. 3 平行四边形薄板

图 6所示平行四边形薄板，a = 1. 0 m，b = 0. 5 m，
β=60°，受到均布荷载 q = 100 N / m2 作用。 薄板弹性

模量为 E=3×106 Pa，泊松比 ν= 0. 3，厚度 t= 0. 01 m。

为了便于表述不同的边界工况，将边界用符号代替:
固支（C）、简支（S）、自由边（F）。 讨论不同边界工况

下解答的收敛性。

图 6 平行四边形薄板

Fig. 6 Parallelgramal
 

thin
 

plate

根据本算例不同的边界工况，各位移试函数中的

距离函数 φi（x，y）分别构造如下。
四边固支（CCCC）

 φw（x，y）

= y（y - 3x）（y - 3x + 3） y - 3
4（ ）㊣

㊣

㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣

2

，

 φu（x，y） = φ v（x，y）

= y（y - 3x）（y - 3x + 3） y - 3
4（ ）

四边简支（SSSS）

φ i（x，y） = y（y - 3x）（y - 3x + 3） y -
3
4（ ） ，

i = u，v，w
3、4边固支，1、2边简支（SCSC）
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φw（x，y）= y y- 3x（ ） y- 3x+ 3（ ） y- 3
4（ ）㊣

㊣

㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣

2

，

φu（x，y）= φv（x，y）

=y y- 3x（ ） y- 3x+ 3（ ） y- 3
4（ ）

1、2边简支，4边固支，3边自由（SFSC）

φw（x，y） = y y -
3
4（ ） y - 3x（ ）

2，

φu（x，y） = φv（x，y） = y（y - 3x） y -
3
4（ ）

对每一种边界工况，均采用不同多项式级数进行

求解，图 7展示了 CCCC、SSSS、SCSC的中心点处以及

SFSC自由边中点处的荷载-挠度曲线。 对于 CCCC，
当采用一阶以上的多项式级数时（n = 3，6，10，15），构

造的位移试函数能够较好地逼近真实的位移函数，所
得结果与 Abaqus 解较为吻合；对于 SCSC，当采用三

阶以上的多项式级数时（n = 10，15，21），解答较好地

收敛于 Abaqus解；对于 SSSS，当采用五阶以上的多项

式级数时（n = 21，28，36），解答与 Abaqus 解吻合良

好；对于 SFSC，当采用六阶以上的多项式级数时，解
答与 Abaqus解基本吻合。 由此可知，随着边界条件

愈加复杂，解答收敛所需的多项式级数次数越高。 究

其原因，本研究解法基于能量的弱形式解答，弱化了

边界条件，当应力边界条件存在且较为复杂时，真实

的位移函数的多项式级数的表达形式也愈加复杂，故
此构造更高阶数的位移试函数方能更好地近似真实

的位移函数。

图 7 不同边界工况下平行四边形薄板挠度的收敛性分析

Fig. 7 Convergence
 

analysis
 

of
 

deflection
 

of
 

parallelogram
 

thin
 

plates
 

under
 

different
 

boundary
 

conditions

  为了直观地展示不同阶次多项式级数解答的收 敛性，以 SFSC为例，表 4列出了不同级数下的本研究
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解、Abaqus解及其相对误差。 当 n = 21，28，36 时，相
对误差均在 5%范围之内；随着 n值不断增大（即多项

式级数阶数不断提高），本研究解答整体上能够更好

地逼近 Abaqus解。
表 4 平行四边形薄板自由边中点挠度对比（SFSC）

Tab. 4 Comparison
 

of
 

the
 

midpoint
 

deflection
 

of
 

the
 

free
 

edge
 

of
 

a
 

parallelogram
 

thin
 

plate（SFSC）

q / （N·m-2）
挠度 / mm

Abaqus n=15 n=21 n=28 n=36

相对误差 / %

n=15 n=21 n=28 n=36

20 12. 41 11. 63 11. 88 11. 88 12. 24 -7. 09 -4. 27 -4. 27 -1. 37

40 16. 25 15. 31 15. 89 16. 12 16. 22 -5. 78 -2. 22 -0. 80 -0. 18

60 18. 86 17. 98 18. 45 18. 88 18. 95 -4. 67 -2. 17 0. 11 0. 48

80 20. 89 20. 16 20. 58 20. 93 21. 33 -3. 49 -1. 48 0. 19 2. 11

100 22. 60 21. 91 22. 27 22. 78 23. 06 -3. 50 -1. 46 0. 80 1. 95

4 讨论与分析

本研究所提出的算法流程与深度能量法基本一

致，主要区别在于模型的构建。 神经网络模型能够表

达极其复杂的函数，理论上可以近似任意形式的函

数，但其内部的构造还有待研究；而基于符号微分所

搭建的多项式级数模型，在求解薄板的大挠度弯曲问

题上，具有一定的适用性，相对于神经网络解法的未

知构造，还能得到薄板位移函数显式的多项式级数表

达式。 此外，基于符号微分求解位移的各项偏导相对

于自动微分计算效率更高。 以算例 2中q- / 9. 157 5 = 1
工况为例，分别采用二次（n = 6）、三次（n= 10）、四次

（n=15）多项式构造位移试函数学习率，α= 1×10-3，阈
值 ε=1×10-8。 表 5给出了本研究方法的计算时间和

内存。 随着多项式级数阶次的提高，待优化参数的数

量增加，计算时间和内存整体增加。
表 5 本研究算法对计算时间和内存的影响

Tab. 5 The
 

influence
 

of
 

the
 

algorithm
 

on
 

computing
 

time
 

and
 

memory

计算效率 n=6 n=10 n=15

时间 / s 5. 60 6. 35 10. 69

内存 / MB 162. 53 164. 03
 

166. 10

5 结 论

本研究提出了一种基于深度学习技术的多项式

级数方法，求解薄板的几何非线性弯曲问题。 基于变

分原理的几何非线性弯曲理论，建立了以系统势能为

主的目标函数，利用符号微分搭建位移函数及其导数

的多项式级数模型，快速计算系统势能中的位移及其

偏导项，利用自动微分技术求解目标函数梯度，进行

参数优化，最终求解出薄板的几何非线性弯曲的多项

式级数解答。 通过算例分析了不同几何形状、边界下

薄板的非线性弯曲问题，得到以下结论。
1）本研究提出了一个基于自动微分与符号微分

的数值模型，同时本方法的求解过程与深度能量法一

致，不同之处在于本数值模型的内部采用多项式级数

表达，相比于采用神经网络，该方法能得到一个显式

的函数表达式，其内部的运算简洁明了。 通过不同的

算例分析，表明本研究解与 Abaqus 解、理论解、文献

解吻合良好，证明了本方法求解薄板线性和非线性弯

曲问题的有效性和精确性。
2）通过增加模型内部的级数阶次，模型的拟合能

力增强，一般情况下，较为低阶的多项式级数解答便

能逼近真实的位移函数；而存在自由边界时，往往需

要高阶的多项式级数才能收敛于实际位移。
3）本研究的模型框架实现过程简单，通过增加级

数阶次即可获得较强的拟合能力，且具有复用性，可
进一步拓展至其他力学问题的求解中。
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